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4.*  edição 


INTRODUCÇlO 


CAPITULO  I 

Tliooria  cios  mvnaeros  li^racionaes, 

tios  iixiaiiovos  negativos  e  cios»  iixxnieros  imaginai-los. 

itogras  para  o  sexi  caloulo. 

I 
Caracteres  das  oi)era<,'ões  da  Aritliiiietioa  e  da  Álgebra  (') 

1.  Os  numei-os  inteiros  e  os  numeres  fraccionarios,  cujos  numeradores  e  denominadores 
são  números  inteiros,  constituem  a  ciasse  dos  números  racionaes,  que  podem  ser  positivos  ou 
negativos.  O  estudo  dos  números  racionaes  positivos  é  o  primeiro  objecto  da  Arithmetica. 
Ahi  são  definidos,  assim  como  as  operações  numéricas,  e  ahi  são  estudadas  as  propriedades 
fundamentaes  d'estas  operações. 

Em  seguida,  na  Álgebra,  eju  logar  de  números  consideram-se  letras  qud.  os  representam, 
e  definem-se  as  operações  algébricas  pelas  leis  fundamentaes  das  operações  arithmeticas, 
isto  é,  da  maneira  seguinte: 

1."  Addicão  dos  números  representados  pelas  lettras  «  e  &  é  a  combinação  unívoca  (de 
resultado  único)  d'estes  números,  enjas  leis  fundamentaes  são: 

1)  a-{-b  =  b-{-  a,  (lei  commutativa) 

2)  {a-\-h)-\-c  =  {a-\-c)-\-  b,     (lei  associalivaj 

3)  a  +  0  =  a. 


(')  A  tlieoria  geral  das  operações,  consideradas  como  combinações  de  números  ou  objectos,  foi  estudada 
por  Grassmann  nos  seus  Aiisdehniingslelire  (Leipzig,  1814),  por  Hankel  na  sua  Theorie  der  complexei!  Zahl- 
eysteme  (Leipzig,  1867),  etc. 
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2."  Suh/racção  é  a  operação  inversa  da  addição. 

3."  Multiplicação  é  a  combinação  unívoca  dos  números,  representados  pelas  lettras  a  e  b, 
caracterizada  pelas  leis: 

1)  ab  =  la,  (lei  commutafivuj 

2)  (ah)  c  =  (ac)  b,  (lei  associativa) 

3 )  (a  -\-  b)  c  =  ac  -\-  bc,  (lei  distributiva) 

4)  axO  =  0,     axl=a. 

4."  Divisão  é  a  operação  inversa  da  multiplicação. 

õ."  Elevação  a  potencia  é  a  multiplicação  de  factores  egiiaes. 

(5.°  Extracção  de  raiz  é  a  operação  inversa  da  elevação  a  potencia. 

Reflectindo  um  pouco  sobre  o  que  se  aprendeu  na  Aritlimetica,  é  fácil  de  ver  que  o  cal- 
culo aritlimetico  é  principalmente  fundado  nas  leis  fundamentaes  precedentes,  na  propriedade 
que  têem  as  operações  de  darem  resultados  eguaes  quando  se  substituem  a  e  b  por  quanti- 
dades eguaes  e  nas  leis  fundamentaes  das  egualdades:  a  =  a\  de  a  =  b  resulta  b  =  a\  de 
a  =  b  e  b  =  c  resulta  a  =  c. 

Duas  das  operações  precedentes,  a  subtracção  e  a  extracção  de  raiz,  não  são  sempre  pos- 
síveis, quando  se  usa  somente  dos  números  racionaes  positivos.  Para  não  ter  porém  de  separar 
os  casos  em  que  estas  operações  são  ou  não  são  possíveis,  introduzem-se  novas  espécies  de 
números  e  gtneralizamse  as  definições  das  operações,  tendo  sempre  em  vista  que  se  con- 
servem as  propriedades  fundamentaes  que  vimos  de  indicar,  e  que  as  novas  definições  levem 
aos  mesmos  resultados  que  as  antigas,  quando  se  appiicam  aos  números  para  os  quaes  estas 
foram  primeiramente  estabelecidas.  Foi  o  que  se  viu  na  Arithmetíca,  onde  apparecerara  os 
números  irracionaes,  e  na  Álgebra,  onde  appareceram  os  números  negativos  e  os  números 
imaginários.  Aqui  vamos  recordar  succintamente  a  theoria  d'estas  três  espécies  de  números. 


II 
Theoria  dos  immeros  irraeioiíaes  (') 

2.     Consideremos  um  grupo  composto  de  uma  infinidade  de  números  racionaes,  positivos 
e  crescentes, 

01,  «2,   .  .  .,  a„,   .  .  . 


(')  A  theoria  dos  números  irracionaes  foi  tratada  primitivanicnte  debaixo  de  uma  forma  geométrica. 
Occuparam-se  da  theoria  arithmetíca  dos  mesmos  números,  á  qual  se  tem  dado  diversas  formas,  "Wcierstrass 


e  outro  grupo  composto  de   iiiiia  iiitiiiidade  de  números  racionaes,  positivos  e  decrescentes, 

i|,  i-2,   . .  .,  J„,    .  .  ., 

e  supponhamos  que  os  números  do  primeiro  grupo  são  todos  menores  do  que  os  números  do 
segundo,  e  que  a  difl'erença  i„  —  a„  pôde  tornarse  tão  pequena  quanto  se  queira,  dando  a  n 
um  valor  suffieienteuiente  grande. 

Se  existe  um  numero  racional  maior  do  que  os  números  do  primeiro  grupo  e  menor  do 
que  os  do  segundo  grupo,  este  numero  é  completamente  determinado  pelos  dois  grupos.  Com 
effeito,  se  existissem  dois  números  A  e  B  que  satisfizessem  a  esta  condiçcão,  estes  números 
deveriam  estar  comprehendidos  entre  b„  e  a„,  e  seria,  por  maior  que  fosse  n, 

B  —  A  <  i„  —  a„, 

o  que  é  absurdo,  visto  que  a  diíFerença  b„  —  a„  pôde  tornar-se  tão  pequena  quanto  se  queira, 
dando  a  n  um  valor  suíBcientemente  grande. 

Se  porém  não  existe  numero  algum  racional  maior  do  que  os  números  do  primeiro  grupo 
e  menor  do  que  os  do  segundo,  diz-se,  por  definição,  que  os  dois  grupos  estão  separados  por 
um  numero  irracional.  Como,  neste  caso,  qualquer  numero  racional  diíFerente  dos  precedentes 
é  menor  do  que  um  valor  de  a„  ou  maior  do  que  um  valor  de  h,„  vê-se  que  cada  numero  irra- 
cional divide  a  totalidade  dos  números  racionaes  em  dois  grupos,  taes  que  os  números  do 
primeiro  grupo  são  todos  menores  do  que  os  do  segundo  grupo.  Os  números  do  primeiro 
d'estes  grupos  dizem-se  menores  e  os  do  segundo  maiores  do  que  o  numero  irracional  consi- 
derado. 

Dois  números  irracionaes  A  e  B  dizem  se  egiiaes  quando  todos  os  números  racionaes  me- 
nores do  que  A  são  também  menores  do  que  B  e  todos  os  números  racionaes  maiores  do  que 
A  são  também  maiores  do  que  B. 

Diz-se  que  A  é  maior  do  que  B,  ou  que  B  é  menor  do  que  A,  quando  existe  algum  nu- 
mero racional  maior  do  que  B  e  menor  do  que  A. 

3.     Definamos  agora  as  operações  sobre  números  irracionaes. 


no  seu  curso  na  Universidade  de  Herlin,  Méray  em  um  trabalho  publicado  na  líevue  dcs  sociétrs  savaníes 
(Paris,  18G9),  G.  Cantor  em  artigos  publicados  nos  MalheinatUche  Anmihii  (Leipzig,  t.  v  e  t.  xxi),  Dedekind 
em  um  trabalho  intitulado  Steligkeit  und  irracionale  Zahlen  (Brunswick,  1872),  Tannery  na  sua  Inlroductioii 
à  la  théorie  des  tmcliotis  (Paris,  1886),  Capelli  em  um  artigo  publicado  no  Gwruale  di  Mathematiche  (Napoli, 
1897)  e  nas  suas  Jstiluzioni  di  Analisi  algcbrira  (Napoli,  1902),  ctc.  A  theoria  de  Weierstrass  pôde  ver  se 
em  um  trabalho  publicado  por  1'iucherle  no  t.  xviii  do  Giomale  di  Matematic/ie. 


1.°  Sejam  dados  dois  números  racionaes  ou  ii-racionaes  A  e  B,  determinados  pelos  grupos 

jai,  a-2,   .  .  .,  «„,   ..  . 
(bi,  h,  ...,  b„,  ..., 

\a\,  «;,   .  ..,  a',,,  ..  . 

i  il,    ^2,     •  •  •,    K,    •  ■  -, 

e  formemos  o  grupo  de  números  crescentes 

aj  +  «1,  02  +  a-2,  .  •  • ,  a„  +  a„,   .  . . 
e  o  grupo  de  números  decrescentes 

6|  -r  &i,  h  -f  Si,  . . . ,  è„  -|-  6„,  . . . 

Como  os  números  do  primeiro  d'estes  grupos  são  menores  do  que  os  do  segundo,  e  como 
a  differença  entre  &„  +  è'„  e  an-\-an  p<'>de  tornar-se  tão  pequena  quanto  se  queira,  dando  a  n 
um  valor  sufficientemente  grande,  estes  grupos  determinam  um  numero  racional  ou  irracional, 
que  os  separa,  o  qual  se  chama  somma  dos  números  dados. 

Para  justificar  esta  definição,  notemos  em  primeiro  logar  que,  se  os  números  dados  A  e  B 
forem  racionaes,  os  grupos  que  vimos  de  formar  determinam  o  numero  racional  A  +  B,  visto 
que  este  numero  os  separa. 

Notemos  em  seguida  que  a  somma  dos  números  A  e  B,  como  vimos  de  a  definir,  goza 
das  propriedades  fundamentaes  indicadas  no  n.°  1,  como  é  fácil  de  verificar. 

Assim,  por  ser 

a»  +  a'„  =  a'„  +  a,„     J„  -f  5„  =  b',,  +  b,„ 

vê-se  que  os  grupos  de  números  que  determinam  A  -[-  B  coincidem  com  os  que  determinam 
B  +  A,  e  que  temos  portanto  A  +  B  =  B  +  A. 
Do  mesmo  modo,  por  ser 

(fln  +  ali)  +  ali  =  (dn  +  aú)  +  a», 
ib„  +  b„)+b'„=(b„+b'„)  +  b'„, 

(aj,  a-2,  . . .),  (í»'i,  b'i,  . . .)  sendo  os  grupos  que  determinam  um  terceiro  numero  C,  temos 

(A  +  B)+C  =  (A  +  C)  +  B. 


2."  Consideremos  ainda  os  números  A  e  B  e  seja  A>B.  Demonstra-se,  procedendo  como 
no  caso  anterior,  que  os  grupos 

ai  —  b'i,  a-i  —  &2,   .  .  . ,  «„  —  h„,   ... 
bi  —  a\,  l)-2  —  n^i-,  •  •  • ,  bn  —  «„,   .  .  . 

determinam  um  numero  racional  ou  irracional.  A  este  numero  chama-se  differença  dos  nú- 
meros dados,  e  representa-se  por  A  — B.  É  fácil,  com  effeito,  de  ver  que  da  sua  somma  com 
o  numero  B  resulta  um  numero  egual  a  A.  Para  isso,  basta  notar  que  esta  somma  é  deter- 
minada pelos  grupos 

ai  —  b\  +  a\,   . .  .,  a„  —  b'„-{-a„,   ... 

bi  —  dl  +  J'i,   .  .  . ,  b„  —  a„  +  6„,   .  . . , 

e  que,  sendo  a  um  numero  racional  qualquer,  menor  do  que  esta  somma,  temos  (para  um 
valor  de  n  sufficientemente  grande) 

a<a„  — ò„-|-  a„<a,.  <  A, 

e  que,  sendo  a  maior  do  que  a  mesma  somma,  temos 

a>bn  —  dn-\- b'„  >b„>  A; 

portanto,  em  virtude  da  definição  de  egualdade,  é 

(A  — B)  +  B  =  A. 

3."  Chama-se  producto  dos  números  A  e  B  ao  numero  definido  pelos  grupos 

«1  dl,  «2rt-2,    •  •  •,  an«n,    •  •  •, 
bi  b\,  bi  h'.2,    .  .  . ,  b„  h\„   ... 

Para  justificar  esta  definição,  ó  necessário  demonstrar  que  estes  dois  grupos  determinam 
um  numero  racional  ou  irracional,  e,  para  isso,  basta  attender  a  que  and„  cresce  e  ò„í<„  de- 
cresce, quando  n  augmenta,  a  que  temos  b„b'„>a,„d„,  quaesquer  que  sejam  os  valores  de  n 
e  m,  e  a  que  da  desegualdade 

^»  V.  —  a„  «,',  =  b„  (b'„  —  d„)  +  d,  (ò„  —  a„)  <  ò,  {b'„  —  d„)  +  b\  (b„  —  a„) 

resulta  que  a  differença  b„b„  —  a„d„  se  pôde  tornar  tão  pequena  quanto  se  queira,  dando  a  n 
valores  sufficientemente  grandes. 


É  fácil  demonstrar  que  o  producto,  assim  definido,  satisfaz  ás  leis  fundamentaes  da  mul- 
tiplicação, mencionadas  no  n."  1. 

4."  Consideremos  agora  os  grupos 


a, 
6,' 

a. 

■  ? 

b, 

h. 

*„ 

«,' 

a'       ' 

■'«„'■ 

o  primeiro  composto  de  números  que  crescem  com  n,  o  segundo  composto  de  números  que 
decrescem  com  n  e  são  superiores  a  todos  os  do  primeiro  grupo.  Por  meio  da  desegualdade 

K        o»        b„b'„  —  a,.a',.  ^  b,b„  —  a„ d„ 


e  da  desegualdade  anterior,  vê-se  que  a  differença  ~  —  j^  se  pode  tornar  tão  pequena  quanto 

se  queira,  dando  a  n  valores  sufficientemente  grandes.  Logo  estes  grupos  definem  um  numero, 
racional  ou  irracional,  que  se  chama  quociente  dos  números  A  e  B. 

Para  mostrar  que  o  producto  da  multiplicação  do  numero  que  vem  de  ser  definido  pelo 
numero  B,  definido  pelos  grupos  (2),  é  egual  ao  numero  A,  definido  pelos  grupos  (1),  basta 
attender  a  que  este  producto  é  determinado  pelos  grupos 

«1     .     «2    ■  a„     ■ 

-7-  0|,    —6.2,   .  .  .,  -^b,„    ..  ., 

e  a  que,  se  a  representar  um  numero  racional  qualquer,  temos,  para  um  valor  de  n  sufficien- 
temente grande,  quando  a  é  inferior  ao  referido  producto 

e,  quando  et  é  superior  ao  mesmo  producto, 

a^hb:>b„>A. 

õ."  Chama-se  potencia  do  grau  m  do  numero  irracional  A  ao  producto  de  m  factores 
eguaes  a  A.  Os  grupos  que  a  determinam  são  pois 

a;",  "á",  •  •  •, ",:,  •••;   ir,  *",  •  •  •,  ^r,  ••• 


6.°  Ch.ima-se  raiz  de  indic-e  m  do  iiuiiiero  A  ao  miiiiero  que  elevado  á  potencia  m  dá  A. 
Adeante  veremos  que  existe  seuipre  um  numero  positivo  que  satisfaz  a  esta  condição. 

4.  Para  completar  a  tlieoria  das  operações  sobre  números  iiracionaes,  que  veiu  de  con- 
siderar-se,  é  ainda  necessário  mostrar  que  o  valor  da  somma,  producto,  etc.  dos  números  A 
e  B  não  varia  quando  se  substituem  os  grupos  de  numeres  empregados  para  os  determinar 
por  outros  que  definam  números  eguaes  a  estes. 

Sejam  A,  B,  C  e  D  quatro  números  determinados  pelos  grupos 

«I,     «5,      •    •    •,     «,0      ■    •    •     I  «1,     «2,      •    •    •,     «M      •    •    •     / 

b„    Jj,    .  .  .,  ò,„    .  .  .  y     h\,   tj,    .  ..,   h„,    ...  \ 
C,,    C.J,    .  .  .  ,    C„,    .  .  .    I         C,,    Co,    .  .  . ,    c„,    •  •  ■   I 

f/„  (/,,   ...,  d,„  ...\'     d\,  d,,   ...,  r/„,   ...  I' 
e  seja  A  =  C,  B  =  D.  A  somma  dos  números  A  e  B  é  determinada  pelos  grupos 

«1  +  a],  a-i  +  «i,   •  •  • )  o..  +  "io   •  •  •  ) 

^1  +  ^1,    ^2+Ís,     •  •  •,    ^,.+  ^.,     •  •  •    ) 

e  a  somma  dos  números  C  e  D  pelos  grupos 

c,  +  c',,   c,  +  (•;,    .  .  .,   c„  +  c,'„    .  .  .  J 

rf, + d;,  t/, + tZ,,  . . . ,  d„ + (/;„  . . .  j 

Para  mostrar  que  estas  sommas  sào  eguaes,  notemos  que  das  egualdades  A  =  C  e  B  =  D 
resulta,  quaesquer  que  sejam  os  valores  de  m  e  h, 

a„<í?„,     u„<à'„-,     i„>c,„,     J„  >c„. 

Sendo  pois  a  um  numero  racional,  menor  do  que  A  +  B,  existirá  um  valor  de  n  tal  que 
será,  qualquer  que  seja  m, 

a  <  «„  +  "i,  <  <^m  +  (L-, 
e  poi'tanto  cí<C  +  D;  e,  sendo  a  maior  do  que  A-{  B, 

«>^„  +  ii,  >  c„+  c;„, 
e  portanto  cí>C  +  D.  Logo,  em  virtude  dn  definição  de  egualdade,  temos  a  relação 

A  +  B  =  C  +  D. 


Do  mesmo  modo  se  procede  no  caso  das  outras  operações. 

Como  consequência  do  que  precede  pode  mostrar-se  que,  se  for  A  >  B  e  C  ^  D,  temos 
A  +  C>B  +  D.  Da  definição  de  subtracção  resulta,  com  effeito,  que  existem  dois  numeres 
K  e  K'  taes  que  A  =  B  +  K  e  C  =  D4-K';  portanto  temos  a  egualdade 

A  +  C  =  B  +  D  +  K  +  K', 

da  qual  se  deduz  a  desegualdade  que  se  pretende  demonstrar. 

E  fácil  estender  aos  números  irracionaes  todas  as  outras  propriedades  das  desegualdades 
que  têem  logar  no  caso  dos  números  racionaes. 

5.  A  theoriá  precedente  abrange  os  números  irracionaes  a  que  se  foi  conduzido  em 
Arithmetica  pela  extracção  das  raizes.  Assim,  por  exemplo,  V  A,  quando  não  é  egual  a  um 
numero  racional,  representa  um  numero  irracional  que  separa  o  grupo  de  números  racionaes, 
que  se  obtêem  extrahindo  a  raiz  quadrada  a  A  pelo  processo  ensinado  na  Arithmetica,  levando 
a  approximação  successivamente  até  ás  decimas,  centésimas,  etc, 

tni       m-2       W3  "i,, 

lõ"'  ~W  lõ^ '  ■  ■  ■ '  lõ^'  ■  ■  ■ 


do  grupo  de  números 


■ini  -!-  1      7n%  +  1      OT3  -|-  1  m,,  +  1 


Os  quadrados  dos  números  do  primeiro  grupo  e  dos  números  racionaes  inferiores  a  estes 
são  meno)'es  do  que  A,  e  os  quadrados  dos  números  do  segundo  grupo  e  dos  números  racio- 
naes superiores  a  estes  são  maiores  do  que  A;  porisso  \/ A  separa  os  números  racionaes  cujos 
quadrados  são  menores  do  que  A  d'aquelles  cujos  quadrados  são  maiores  do  que  A. 

E  fácil  de  ver  que  o  numero  irracional  assim  definido  goza  da  propriedade  fundamental 
de  ser  o  seu  quadrado  egual  a  A.  Elevando  com  effeito  ao  quadrado  o  numero  determinado 
pelos  grupos  anteriores,  vem  o  numero  definido  pelos  grupos  (n."  .3-5.°) 


m:       í»5  m„ 


w  10"  •••  '10-"'  ■■■ 
102    '      10*    '  ■■■'     lo"^"    '  *•■' 

mas  os  números  do  primeiro  grupo  são  todos  inferiores  a  A  e  os  do  segundo  grupo  são  su- 
periores a  A;  logo  estes  grupos  determinam  o  numero  A. 

Do  mesmo  modo  se  consideram  as  raizes  do  Índice  superior  a  2. 


o.     Consideremos  agor<a  o  grupo  de  mimeros  crescentes 

ri,  1-2,   .  .  .,  v,„   .  .  . 
e  o  grupo  de  números  decrescentes,  maiores  do  que  os  anteriores, 

e  supponhamos  que  estes  niimeros  são  irracionaes  e  que  a  differença  Wn  —  v„  pôde  tornar-se 
tão  pequena  quanto  se  queira,  dando  a  n  um  valor  sufficientemente  grande.  Vamos  mostrar 
que,  para  os  separar,  nao  é  necessário  introduzir  uma  nova  espécie  de  números,  pois  que  os 
separa  um  numero  racional  ou  irracional. 
Seja,  com  efteito, 

ai,  Í/-2,   .  .  .;  a„,   .  .  . 

um  grupo  de  números  racionaes  crescentes  e 

hl,  b-2,  .  . .,  ò„,  ... 

um  grupo  de  números  racionaes  decrescentes,  que  se  formem  tomando  um  numero  racional 
entre  cada  par  de  números  successivos  dos  grupos  anteriores.  Como  a„  e  ò„  estão  compre- 
hendidos  entre  v„  e  tu„,  temos 

e  porisso  os  últimos  grupos  de  números  di.terminam  um  numero  racional  ou  irracional  c,  que 
os  separa.  Este  numero  nào  pode  ser  inferior  aos  números  n,  i-^,  •  ■  .,  porque  se  fosse  c<  v„, 
teríamos  c  <[  a„,  o  que  não  pôde  ter  logar,  e,  por  motivo  análogo,  não  pôde  ser  superior  aos 
números  wt,  ia  . . .;  logo  separa  estes  dois  grupos. 

7.     Como  consequência  da  doutrina  que  precede,  podemos  agora,  completando  o  que  se 
disse  no  tim  do  n."  3,  determinar  V A,  quando  A  é  irracional. 
Consideremos,  para  isso,  o  grupo  de  números  crescentes 

vai,  va-2,   •  •  •,  V''^,,,   •  •  ■ 

1 

é  o  gi'upo  de  numeres  decrescentes,  superiores  aos  do  primeiro  grupo, 
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Elevando  á  potencia  m  os  dois  membros  da  identidade 

\/b„  =  '^a„  +  (Vbn  —  7  a,), 


vem 


,  .  /■m/-,  m/        \   (mi        \m  — 1      i 

t'n  =  an  +  '"  vv6„  — va„j  (_í/a„j        -V  ■  ■  •  ■, 
e  portanto,  temos 

&„  -  a„  >  «í  (r^:  -  v'í;)  (7^,)'""'  > '» (:/^  -  v/í:)  ("v^^)'""S 

o  que  dá 

V0«— »'««< 


Vê-se,  por  meio  d'esta  desegualdade,  que  a  differenca  entre  os  termos  da  ordem  n  dos  dois 
grupos  considerados  se  pôde.  tornar  tão  pequena  quanto  se  queira,  dando  a  n  valores  sufficien- 
temente  grandes.  Logo  os  dois  grupos  determinam  um  numero  racional  ou  irracional. 

Para  mostrar  que  o  numero  que  vem  de  ser  obtido,  elevado  á  potencia  m,  dá  A,  basta 
applicar  aos  grupos  que  o  determinam  a  regra  dada  no  n."  3-5." 

8.  Representação  geométrica  dos  números  irracionaes.  Convém  i"ecordar  que  os  números 
irracionaes  que,  em  Geometria  elementar,  a  medição  dos  segmentos  de  recta  incommensu- 
raveis  com  a  unidade  levou  a  considerar,  coincidem  com  os  que  vêem  de  ser  definidos.  Com 
effeito,  sendo  dado  o  segmento  OK,  resulta  do 


O    Ml     M2     M„     K    N„    N2     N, 


postulado  de  Archimedes  (*)  que  podemos  determinar  dois  segmentos  OMi  e  ONí,  entre  os 
quaes  esteja  comprehendido  OK,  que  contenham  respectivamente  mj  e  jni  +  1  vezes  a  uni- 
dade. Do  mesmo  modo,  dividindo  a  imidade  em  ura  numero  determinado  de  partes  eguaes, 
dez  por  exemplo,  e  tomando  uma  d'ellas  para  nova  unidade,  podemos  determinar  dois  se- 
gmentos OM2  e  ONá  que  contenham  respectivamente  m-2  e  m»  + 1  vezes  a  nova  unidade,  e 


(')  Dá-se  o  nome  de  postulado  de  Archimedes  ao  principio  seguinte : 

Se  "/,  e  "/-i  representarem  dois  segmentos  de  recta  e  se  for  "/.  ^  >,i,  existe  um  numero  inteiro  m  tal  que  é 
Xi .  »n  ^  X. 

A  doutrina  d' este  numero  6  fundada  nos  postulados  que  caracterizam  a  linha  recta,  no  postulado  de 
Archimedes  e  no  postulado  de  contimndade,  cujo  enunciado  í  dado  no  testo. 
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,  ,  m-i       m-i  -!-  1  ,  „  .... 

sejam  portanto  representados  pelos  números  — —  e  — — —  ,  quando  se  relerem  a  primitiva  uni- 
dade. Continuando  do  mesmo  modo  formam-se  dois  grupos  de  segmentos 

OMi,  OM2,  OM3,  . .  .;     ON,,  ON2,  ON3,  . .  ., 

entre  os  quaes  está  coinprehendido  OK,  taes  que  a  differença  entre  0N„  e  0]\I„  se  pôde  tornar 
menor  do  que  qualquer  segmento  dado,  tomando  n  siifficientemente  grande;  ea  estes  grupos 
de  segmentos  correspondem  os  grupos  de  números 

i)í3  ,         m-2  -f-  1     W3  + 1 


'"<>  T7^'   77,^'   •■■;     ""^-^ 


'        1  ná    ' 


10'  1U-'  ■■■'  '  '  '  lU  '  lo- 
que determinam  um  numero  racional  ou  irracional  A,  que  os  separa.  Ao  segmento  OK  corres- 
ponde pois  ura  numero  irracional  A,  tal  que  os  números  racionaes  menores  do  que  A  sào  re- 
presentados por  segmentos  menores  do  que  OK  e  os  números  mr.iores  do  que  A  são  repre- 
sentados por  segmentos  maiores  do  que  OK.  Podemos  acerescentar  que  não  existe  outro 
numero  B,  que  satisfaça  a  estas  condições,  porque,  se  um  tal  numero  existisse  e  fosse  B>  A, 
entre  B  e  A  estaria  coir.prehendido  um  numero  racional  a,  que,  por  ser  menor  do  que  B,  seria 
representado  por  um  segmento  menor  do  que  OK,  e,  por  ser  maior  do  que  A,  seria  represen- 
tado por  um  segmento  maior  do  que  OK,  o  que  é  absurdo.  O  numero  que  vimos  de  determinar 
é  o  que,  em  Geometria  elementar,  se  tomou  para  medida  do  segmento  considerado. 

Reciprocamente,  a  todo  o  numero  irracional  A,  definido  pelos  grupos  de  números  racio- 
naes (ai,  «2,  .  •  .)  e  [hl,  6-2,  .  .  .),  corresponde  um  segmento  OK,  tal  que  os  números  racio- 
naes menores  do  que  A  sao  representados  por  segmentos  menores  do  que  OK  e  os  números 
racionaes  maiores  do  que  A  são  representados  por  segmentos  maiores  do  que  OK.  Com 
effeito,  representando  sobre  uma  recta,  a  partir  de  um  ponto  O,  todos  os  números  racionaes 
menores  do  que  o  numero  irracional  considerado,  que  entram  na  sua  definição,  obtem-se  uma 
serie  de  pontos,  que  representaremos  por  Mi,  Ma,  . .  .,  M„,  .  .  .  Do  mesmo  modo  os  números 
maiores  do  que  A,  que  entram  na  sua  definição,  dão  outra  serie  de  pontos,  que  representa- 
remos por  Ni,  N-2,  ...,  N',,,  ...,  os  quaes,  por  ser  0N„  >  0M,„,  quaesquer  que  sejam  os 
valores  de  m  e  h,  estão  separados  dos  anteriores.  Esta  separação  não  pude  ser  feita  por  um 
segmento  de  recta,  porque  se  o  fosse,  o  numero  que  representa  o  segmento  M„N„,  isto  ó 
^11  —  "iD  não  poderia  ser  inferior  ao  que  representa  aquelle  segmento.  Admittindo  porém  como 
postulado  (postulado  da  continuidade )  (*)  que  os  separe  um  ponto  K,  o  segmento  OK  satisfaz 
ás  condições  indicadas. 


(')  Foi  G.  Cantor  qucui  piiinciío  notou  a  necessidade  de  fazer   intervir  este   postulado  na  presente 
questão. 
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Definiram-se  na  Geometria  elementar  as  operações  sobre  segmentos  de  recta  e  viu  se 
que,  se  L  e  Li  são  dois  segmentos  representados  pelos  números  A  e  B,  os  números  A  +  B 
e  A .  B  representam  a  somma  e  o  producto  dos  segmentos  considerados.  Não  é  necessário 
recordar  aqui  como  se  estabelece  este  principio  no  caso  de  A  e  B  serem  racionaes.  No  caso 
de  serem  números  irracionaes,  definidos  pelos  grupos  (1)  e  (2),  os  segmentos  L  e  Lt  estão 
respectivamente  comprehendidos  entre  os  segmentos  correspondentes  a  a„  e  b„  e  entre  os  que 
correspondem  a  a„  e  ij, ;  e  portanto  o  segmento  L  +  Li  está  comprehéndido  entre  os  segmen- 
tos correspondentes  a  «„  +  ««  e  b„-\-b',„  qualquer  que  seja  n.  O  numero  A-f  B,  que  separe 
estes  últimos  números,  corresponde  pois  ao  segmento  L-!-Li.  Do  mesmo  modo  se  procede  no 
caso  da  multiplicação  dos  segmentos  L  e  Li. 

A  correspondência  entre  os  segmentos  de  recta  e  os  números,  que  vem  de  ser  conside- 
rada, é  a  base  primordial  da  Geometria  analytica.  Em  virtude  d'ella,  a  toda  a  relação  entre 
segmentos  corresponde  uma  r  dação  entre  números  e  reciprocamente. 


III 
Xiimeros  iiogatiros  c  números  imaginários 

9.  Números  negativos.  Consideremos  a  diíFerenca  a  —  b  enti-e  os  dois  números  a  e  b.  Se 
fôr  by^fi,  a  subtracção  precedente  é  impossível,  empregando  os  números  até  aqui  estudados. 
Considerase  porisso  a  —  b  como  detiniudo  uma  nova  espécie  de  números,  a  que  se  chama 
números  negativos. 

No  caso  de  ser  a>b  e  c^d,  os  números  a  —  b  e  c  —  d  são  eguaes  quando 

a  +  f?  =  ô  +  c ; 

no  caso  de  ser  a<b  e  c/Sd  dizem-se,  por  definição,  eguaes  quando  esta  condição  tem  logar. 
Diz-se  que  a  —  6  é  maior  do  que  c  —  d,  ou  que  c  —  dé  menor  do  que  a  —  b,  quando 

a  +  d>b  +  c.  , 

Daqui  resulta,  pondo  a  =  0  e  c  =  0,  que  — 6>  —  d,  quando  d>b,  isto  é,  que  um  nu- 
mero negativo  menor  do  que  outro  tem  maior  valor  absoluto. 

Introduzida  assim  esta  espécie  de  números,  resta  definir  as  operações  a  que  se  sujeitam, 
de  modo  que  as  leis  indicadas  no  n.°  1  tenham  logar. 

1."  Chama-se  addição  de  dois  números  a  —  b  e  c  —  d  a  operação  definida  pela  egualdade 

(a-b)  +  {c-d)  =  a  +  c  —  {b  +  d). 


J3 

2."  Chama-se  multljpUcui^ão  de  dois  muueros  a — h  e  c — d  a  operaçíiu  definida  pela  egualdade 

(a  —  b)(c  —  d)^ac-\-bd  —  {bc  -\-  ad). 

3."  Chamam  se  mbtracção  e  divisão  as  operações  inversas  da  addiçâo  e  da  multiplicação. 

4."  Cama-se  elevação  a  potencia  a  multiplicação  de  factores  eguaes. 

E  fácil  de  ver  que  as  operações  assim  definidas  gozam  das  propriedades  fundamentaes 
enunciadas  no  n."  1,  que  coincidem  com  as  operações  aritlimeticas  no  caso  de  ser  a>è  e  c>d, 
e  que  dão  origem  ás  regras  bem  conhecidas  da  Álgebra. 

IO.  Números  imaginários.  A  extracção  da  raiz  de  grau  par  das  quantidades  negativas  é 
uma  operação  impossivel,  quando  se  usa  dos  números  precedentemente  considerados.  D'ahi 
vem  a  necessidade  de  introduzir  uma  nova  espécie  de  números,  da  forma  a-\-b  V — 1,  a  que 
se  chama  números  imaginários  ou  ntimei-os  comidexos,  e  que  coniprehendem  todos  os  prece- 
dentes como  caso  particular. 

Para  introduzir  estes  números  no  calculo,  é  necessário  definir  as  operações  a  que  se  su- 
jeitam, de  modo  que  lhes  sejam  applicaveis  as  leis  fundamentaes  expostas  no  n."  1. 

1."  Dois  números  a-fè  \ — 1  e  c-\-d  y  —  1  dizem-se  eguaes  quando  é  a  =  c,  b  =  d. 

2."  Chama-se  atírfíçSo  dos  dois  números  imaginários  a-^b  V  — 1  e  c  +  (Z  V — 1  a  operação 
definida  pela  egualdade 

3."  Chama-se  subtracção  a  operação  inversa  da  addição. 

4."  Chama-se  multiplicação  dos  números  a-\-bV — 1  e  c-\-dv — 1  a  operação  definida 
pela  egualdade 

{a  +  h  \í^){c  +  d  \/'^)  =  nc  —  bd-{-{ad  +  bc)  /^. 

õ."  Chama-se  divisão  do  numero  a-\-b  V —  1  pelo  numero  c-]-d  \  —  1  a  operação  inversa 
da  multiplicação,  isto  é  a  operação  que  tem  por  fim  achar  um  numero  x-{-y  V  —  1  que  mul- 
tiplicado por  c-\-d  \l — 1  dê  a-\-b  \  —  1. 

Temos  pois 

a-f-i  sf:^\={xAry  \í^^){c-^d  V^^)  =  cx  —  dy ^ {dx  +  cy)  V^^, 

d'onde  se  tira 

a  =  cx  —  dy,     b  =  dx-\-  cy. 
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Estas  equações  dào  os  valores  de  k  e  y  que  entram  no  quociente  pedido,  e  vem 
a-r-bV  —  1       ac-\-hd       bc — ad 


c+dZ-J       c2  +  dã        c2  +  d2 


'— 1. 


É  fácil  de  ver  que  as  operações,  que  vimos  de  definir,  gozam  das  propriedades  fundamen- 
taes  expostas  no  n.°  1,  e  que  coincidem,  no  caso  de  ser  b  =  0  e  d  =  0,  cora  as  operações  re- 
lativas aos  números  reaes. 

11.     Todo  o  imaginário  a  -f  &  V  —  1  pode  ser  reduzido  á  forma  trigonométrica 

p  (cos  O  -r  V^ —  1  sen  6), 
pondo 

a  =  o  cus  6,     5  =  0  sen  6, 
o  que  dá 


o  =  +v/a-^-Ljâ      sene==— ,     cose  =  — . 

P  P 

A  primeira  d'estas  formulas  determina  p.  As  duas  outras,  consideradas  simultaneamente, 
determinam  6.  As  quantidades  p  e  6  chamam  se  respectivamente  modulo  e  argumento  do  ima- 
ginário. E  fácil  de  ver,  pondo  b  =  0,  que  os  módulos  das  quantidades  reaes  coincidem  cora 
os  seus  valores  absolutos. 

Para  commodidade  representa-se  ordinariamente  o  imaginário  \  —  1  pela  letra  i,  e  repre- 
senta-se  muitas  vezes  o  modulo  do  numero  2,  quando  é  imaginário,  ou  o  seu  valor  absoluto, 
quando  é  real,  pelo  signal  |z|.  Estas  notações  serào  adoptadas  n'esta  obra. 

As  regras  para  o  calculo  dos  imaginários,  qiiamlo  se  llies  dá  a  forma  trigonométrica,  con- 
duzem aos  resultados  seguiutes: 

I.   A  souiina  e  a  dllTerenea  dos  imaginários 

z  =  p  (cos  6-\-i  sen  d),     z'  =  p'  (cos  6'  +  i  sen  O') 

são  dadas  pela  eguaidade 

z  +  2'  =  p  cos  6  +  p'  cos  6'  -\-  i  (p  sen  6  +  p'  sen  6') 
ou 

z  +  z'  =  R  (cos  10  +  i  sen  01), 
pondo 

p  cos  6  +  p'  cos  6'  =  R  cos  to,  o  sen  6  +  p'  sen  6'  =  R  sen  to, 
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o  que  dá 

R  =  /pá  +  p'2  +  2  pp'  cos  (6 -lÕ- 

Esta  expressão  de  R  mostra  que  é  R2^(p  +  p')-;  e  portanto  temos  o  theoreiAa  seguinte: 
O  modulo  de  uma  somma  algébrica  de  imaginários  não  pôde  ser  maior  do  que  a  somma  dos 
modidos  das  parcellas. 

II.  O  producto  dos  mesmos  imaginários  é  dado  pela  egualdade 

zz'  =  pp'  [cos  Ô  cos  6'  —  sen  Ô  sen  6'  +  i  (cos  6  sen  Ô'  +  sen  O  cos  ()')]  =  pp'  [cos  {6  +  6')-]- i  sen  {6  +  6% 

Multiplicando  este  resultado  por 

z"  =  p"(cose"  +  isene"), 
vem 

zz'  z"  =  pp'  p"  [cos  {6 +  6'  +  d")  +  i  sen  (6 +  6'  +  6")]. 
Em  geral  temos 

zz'  ...  z("-i)  =  pp'  .  . .  pC-  ')  [cos  (6  +  6'  +  ...+  e"'-'l)  +  i  aen(6  +  6'  +  ...+  6'"-")] ; 

e  portanto  o  modulo  do  producto  de  imaginários  é  egiial  ao  producto  dos  modidos  dos  factores, 
e  o  seu  argumento  é  egital  á  somma  dos  argumentos  dos  factores. 
Se  fôr  z  =  z'  =  .  .  .=  z'"~'',  vem  o  resultado  importante 

z»  =  p»  [cos n6  +  i sen n 6], 

conhecido  pelo  nome  de  formula  de  Moivre,  por  ter  sido  dada  por  este  geometra  na  sua  3Iis- 
cellanea  analytica,  publicada  era  1730. 

III.  Dividindo  por  z  o  imaginário 

?t  =  r  (cos  CO  +  i  sen  cu) 
vem 

M        r    (cos  CO  +  i  sen  co)  (cos  6  —  isenô)        r  ^       ,        «>   ,    •        /        cm 

—  =  —  ^^ 7. ; ir^ ;: : 7^  =  —  [cos  (cu  —  6) -^  i  sen  (co  —  6    : 

z        p    (cos  9  4- z  sen  S)  (cos  e  —  i  sen  (9)       ['  ^ 

e  portanto  o  modulo  do  quociente  de  dois  imagina  rios  é  egual  ao  quociente  da  divisão  do  mo- 
dulo do  dividendo  pelo  modulo  do  divisor,  e  o  seu  argumento  é  egual  á  differe7iça  entre  o  ar- 
gumento do  dividendo  e  o  argumento  do  divisor. 
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Dividindo  esto  resultado  por  z',  vem 


PP 


-  [cos  ( w  —  O  —  6')  +  i  sen  (m  — 15  —  d')]. 


Em  gera!,  temos 


,,^  .  .  ,,..-.,  =  ,,,;  . .  .  ,,„-i7  ^-^^  ^"  -  e  -  6'  -  ...  -  6'"-*))  +  i  sen  (,o  -  6  -  ...  -  6"-))],. 
Fazendo  c  =  1 ,  (u  =  O,  z  =  z'  =  . .  .  =  z'"-",  resulta 

Z-"  =  p-"  [cos  (— ?i  6)  + 1  sen  (— ?i  6)], 

convencionando  representar  — ^  por  2—",  como  no  caso  das  quantidades  reaes. 

Vê-se  pois  que  a  formula  de  Moicre  ainda  tem   logar  quando   o  expoente  é  um  numero 
inteiro  negativo. 

IV.  Passemos  á  extracção  das  raizes. 
Vejamos  se  pôde  ser 


V  [>  (cos  6  -ri  Sen  6}  =  r  (cos  m  -\-  i  sen  (o). 
Para  ter  logar  esta  cgualdade  deve  ser 

p  (cos  6  -L  i  sen  d)  =  )•"  (cos  n  cu  +  í'  sen  n  (o), 


ou 


d'onde  se  deduz 


p  cos  6  =  r"  cos  11  cu,      p  sen  6  =  r"  sen  n  co, 


r  =  ;;'  p,     ,( cu  =  e  f  2  /c  i:, 


representando  por  /,■   um   inteiro,   que  pôde  ter  todos  us  valores  positivos  e  negativos  desde 
—  (»  até  (X. 
Vem  pois  ( ') 


COSI [- -r  <  sen 1 

n         n  \n         n  / 


=  (/p 


cos t-i  sen  ■ 


cos 


2k- 


Ik: 


i  sen  - 


(')  P^ste  theorema  é  a  generalizíiçào,  dada  por  Moivre,  de  um  tlicorema  devido  a  Cotes  (Harmonia  men- 
surarum,  1722). 
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O  binómio 


2kT. 


cos 


i  sen 


2k 


só  tem  n  valores  difie rentes,  correspondentes  a  /i:  =  0,  1,  2,  ...,  n — 1,  pois  é  fácil  de  ver 
que,  quando  a  h  se  dâo  valores  maiores  ou  menores  do  que  estes,  o  seno  e  o  coseno,  que 
entram  no  binómio,  retomam  os  valores  correspondentes  aos  valores  precedentes  de  h. 

Logo  a  raiz  de  índice  n  de  qualquer  numero  tem  n  valores  differenfe.s,  que  a  fornada  que 
vimos  de  achar,  determina. 

Das  consequências  d'cste  theorema  importante  faremos  notar  as  seguintes: 

1.°  As  regras  para  o  calculo  dos  radicaes  foram  demonstradas  na  Arilhmetica  para  o  va- 
lor único  de  cada  radical,  que  lá  se  considerou.  O  theorema  precedente  permitte  verificar  se 
estas  regras  se  estendem  ou  não  a  todos  os  n  valores  do  radical. 

Assim,  para  verificar  que  é 


V  z.  yi 


yzz, 


basta  attender  á  egualdade 


»  P 


cos 


e    ,    21-7: 


'd  ,  2kT. 

i  sen  I !■ 


X  vç 


2k'-\  l(}'2k'r. 

+isen   —  H 

n     /  \n  n 


=  vpp 


d+d'    ,    2(k  +  k')T.\  ,    .        fd  +  d'    ,    2(k  +  k')T. 

cos  I 1 ^—   +  *  'sen h 

n  11         I  \      n  n 


cujo  primeiro  membro  representa   i/z.  y^  e  cujo  segundo  membro  representa  j/z?. 
Do  mesmo  modo  se  verificam  as  relações 


rz 


^  '     V   z'       i'/z' 


2."  Elevando  ambos  os  membros  da  formula  considerada  á  potencia  m,  e  convencionando 
representar  (v'zi"'  por  s",  como  no  caso  das  quantidades  reaes,  vem  a  formula 


))t  n\ 


{'^'z)'"  =Z"  =p'' 


cos  —  (6  +  2^-)  +  i  sen  —  (6  +  2fcz) 


Esta  formula  uiostra  que  (t/z)'"  tem  n  valores  distinctos,  quando  nem  são  primos  entre 
si,  os  quaes  correspondem  aos  valores  O,  1,  2,  .  .  .,  «  —  1  de  /.•.  Com  effeito,  se  fossem  eguaes 
VOL.   III  c 
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os  valores  da  expressão  considerada  correspondente  aos  valores  k'  e  A'",  dados  a  k,  teríamos 

—  (6  +  2Â;'-)  =  —  (_e -f- 2it"-)  +  2M-, 


ou 

m(k'  —  k") 


M; 


portanto  n,  que  é  primo  com  m,  deveria  dividir  k'  —  k",  o  que  não  pode  ter  logar,  por  serem 
^•'  6  k"  menores  do  que  n.  Se  porém  é  n  =  a.p  e  m  =  ^p,  p  representando  o  maior  divisor 
commnm  de  ni  e  n,  a  mesma  formula  mostra  que  (í/z)'"  tem  somente  a  valores  distinctos, 
que  coincidem  com  os  de  (t/z)^. 

3."  Escrevendo  o  seojundo  membro  da  ultima  esrualdade  do  modo  seguinte: 


■^o^ 


md  +  2k'-   ,    .        m6  +  2k'r. 
cos r  í  sen 


onde  k'  =  mk,  vê-se  que  todos  os  seus  valores  coincidem  com  valores  de  "z"';  logo  a  egualdade 

(A)  (;/i)-=;^< 

tem  logar  para  todos  os  n  valores  dos  seus  dois  membros,  quando  ?i  e  ttj  são  primos  entre  si. 
Quando  porém  n  =  ap  e  »i  — |Sj>,  temos 

e  a  egualdade  (A)  tem  pois  logar  para  os  a  valores  que  tem  o  primeiro  membro  e  para  os 

cr  -^ 

valores  do  segundo  que  coincidem  com   t  z''. 

12.  Representação  geométrica  dos  imaginários.  O  imaginário  a  -\-  bi  pode  ser  representado 
geometricamente  pelo  ponto  M  cuja  abscissa  é  «  e  cuja  ordenada  é  ò,  e  reciprocamente;  visto 
que  a  cada  valor  do  imaginário  corresponde  uma  posição  determinada  do  ponto  M,  e  a  cada 
posição  do  ponto  corresponde  um  valor  determinado  do  imaginário. 

Representando  por  p  o  segmento  OM  e  por  d  o  angulo  MOP,  temos 

a  + 15  =  O  P  +  /  M  P  =  p  (cos  + 1  sen  Ôj. 
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Logo  o  segmento  OM  representa  o  modulo  e  o  angulo  MOP  representa  o  argumento  ão 
imaginário  considerado. 

ri 


Ás  operações  sobre  imaginários  correspondem  operações  geométricas  determinadas. 

Assim  a  somma  dos  imaginários  a-\-{b  e  a'-'ril>',  cujos  módulos  saio  p  e  p'  e  cujos  argu- 
mentos sao  6  e  6',  é  representada  pelo  ponto  M',  que  se  obtém  tirando  primeiramente  pela 
origem  das  coordenadas  um  segmento  OM,  cujo  comprimento  seja  egual  a  o,  e  que  faça  com 
Ox-  um  angulo  egual  a  O,  e  em  seguida  tirando  pela  extremidade  M  d'este  segmento  outro, 
MM',  cujo  comprimento  seja  egual  a  p',  e  que  faça  com  Ox  um  angulo  egual  a  d'.  Com  effeito, 
as  coordenadas  do  ponto  M'  são 

p  cos  d  -f  p'  cos  6',     p  sen  6  -f-  p'  sen  6', 

e  portanto  M'  representa  o  imaginário 

p  cos  6  -r  p'  cos  6'  +  i  (p  sen  6  -j-  p'  sen  6'), 

que  coincide  com  a  somma  dos  imaginários  considerados. 

O  producto  dos  mesmos  imaginários  6  representado  por  um  ])ontn,  cujas  coordenadas  po- 
lares são  oo'  e  6  +  6'. 


I.   Os  resultados  que  precedem  podem  ainda  ser  interpretados  de  outro  modo,  que  cunvera 
conhecer. 

Para  isso,  notemos  primeirauiente  que  se  dá  o  nome  de  vedor  a  todo  o  segmento  de  recta 
de  grandeza  e  direcção  determinadas;  que  todo  o  vector  se  suppõe  descripto  por  um  ponto, 
movendo- se  em  sentido  determinado,  partindo  de  uma  extremidade,  que  se  diz  inicial,  até  á 
outra,  que  se  diz  final;  e  que  dois  vectores  se  dizem  eguaes  quando  tèem  a  mesma  grandeza 
e  direcção,  e  são  descriptos  no  mesmo  sentido.  Notemos,  em  segundo  logar,  que  o  vector  OM', 
que  se  determina  tirando  por  M  um  vector  MM',  egual  a  ON,  se  diz  somma  dos  vectores  OM. 
e  ON,  e  que  o  vector  cuja  grandeza  é  egual  a  OM  x  ON,  e  que  forma  com  Ox  um  angulo 
egual  a  MOx  +  NOj;;;  se  d\z  proJuclo  dos  dois  vectores. 
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Posto  isto,  como  a  cada  ponto  do  plano  corresponde  um  vector,  que  tem  para  extremidade 
final  este  ponto  e  para  extremidade  inicial  o  ponto  O,  vê-se  que  a  todo  o  imaginário  corres- 
ponde um  vector,  que  tem  o  ponto  O  para  extremidade  inicial,  e  reciprocamente.  Assim  aos 
imaginários  a^iò  e  a'-\-ib'  correspondem  os  vectores  OM  e  ON;  á  somma  d'estes  imagina 
rios  corresponde  o  vector  OM',  egual  á  somma  dos  vectores  correspondentes  ás  parcellas 
a-\-ib  e  a'-\-ih']  e  ao  j)^'oducto  dos  mesmos  imagmarios  corresponde  um  vector,  egual  ao 
producto  dos  vectores  correspondentes  aos  factores  a^  ih  e  a!  -\-  ih' . 

As  operações  sobre  vectores,  que  vêem  de  ser  consideradas,  são  uma  generalização  das 
operações  sobre  segmentos -consideradas  na  Geometria  elementar;  e  da  correspondência,  que 
vem  de  ser  indicada,  entre  aquellas  operações  e  as  operações  sobre  imaginários  resulta  que 
as  operações  sobre  vectores  se  sujeitam  ás  leis  fundamentaes  consideradas  no  n.°  1. 

A  representação  geométrica  dos  imaginários  e  das  suas  operações  foi  dada  pela  primeira 
vez  por  Wessel  em  uma  memoria  apresentada  em  1797  á  Academia  das  Scioncias  de  Cope- 
nhague, a  qual  ficou  por  muito  tempo  desconhecida,  e  depois  por  Gauss,  Argand,  etc.  O  me- 
thodo  de  investigação  geométrica  que  d'ella  resulta  foi  applicado  principalmente  por  Bellavitis 
á  resolução  de  muitas  questões  de  Geometria,  e  abriu  o  caminlio  a  vários  methodos  anaiytico- 
geometricos  com  que  Grassmann,  Hamilton,  etc.  enriqueceram  a  sciencia,  nos  quaes  se  consi- 
deram operações  sobre  segmentos  de  recta  que  se  sujeitam  a  algumas  das  leis  fundamentaes 
indicadas  no  n.°  1. 


IV 
Noção  (lo  limite 


13.  A  noção  de  limite  appnreceu  já  na  Arithnietica  e  nos  Elementos  de  Geometria,  onde 
se  disse  que  uma  quantidade  constante  A  é  o  limite  para  que  tende  uma  quantidade  variável 
?(,  se  os  valores  successivos  da  variável  se  approximam  indefinidamente  da  constante,  de  tal 
modo  que  o  valor  absoluto  da  differença  A  —  u  possa  tomar  e  conservar  um  valor  menor  do 
que  qualquer  grandeza  dada,  por  mais  pequena  que  seja. 

Em  termos  mais  precisos  pôde  dizer-se  que  uma  quantidade  constante  Á  é  o  limite  para 
que  tende  ttma  quantidade  variável  u,  que  passa  j^or  uma  infinidade  de  valores  successivos 
Ml,  W2,  «3,  •  •  • ,  quando  a  cada  valor  da  quantidade  positiva  í,  po;-  mais  piequeno  que  seja,  cor- 
responde um  numero  «i  tal  que  a  desegualãade 

(1)  |A-w„|<S 

seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  n  superiores  a  7i\. 

Assim,  por  exemplo,  se  os  valores  successivos  da  variável  u  forem  eguaes  a  x,  a;*,  x^, 
. .  .,  x",  .  . .,  X  representando  uma  quantidade  inferior  á  unidade,  em  valor  absoluto,  temos, 
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pondo  1x1  =  -^~,-r,  onde  h > O, 


1,1  1  ^       1 


1  +nh' 


Dando  pois  a  n  valores  que  satisfíiyam  á  condição 

1 


1  +nh 


<3, 


isto  é  valores  superiores  a  ,  vem  |a;|"<;3.  Logo  it  tende  para  zero  (^). 

Da  definição  precedentemente  dada  deduzem-se  immediatamente  as  consequências  se- 
guintes: 

1."  ^  variável  u  não  pôde  tender  ao  mesmo  temjM  para  dois  limites  dijjerentes.  Com  eíFeito, 
se  u  tendesse  também  para  uma  quantidade  B,  differente  de  A,  existiria  um  numero  n-i  tal 
que  seria 

iB-w„|<í, 

quando  n>n-i.  Logo  a  desegualdade  (n."  ll-I) 

|A-B|  =  |A-«„  +  «„-B|<iA-H„|  +  |B-tf„|<2í 

seria  satisfeita  pelos  valores  de  n  superiores  a  in  e  «2;  o  que  ó  absurdo,  visto  que  ô  é  tão 
pequeno  quanto  se  queira  e  A  —  B  é  constante. 

2."  Se  os  valores  successivos  de  uma  variável  u  estão  constantemente  comprehendidos  entre 
os  valores  correspondentes  de  duas  quantidades  variaceis  v  e  tu,  que  tendem  para  o  mesmo  li- 
mite A,  u  tende  também  para  A.  Com  effeito,  como  as  desegualdades 

|A-v,.|<í,      |A-?r„|<5 

são  satisfeitas,  por  liypothese,  a  primeira  jjíIos-  valores  de  n  superiores  a  um  numero  ?ii  e  a 
segunda  pelos  valores  de  n  superiores  a  na,  as  duas  desegualdades  são  satisfeitas,  ao  mesmo 
tempo,  pelos  valores  de  n  superiores  ao  maior  dos  niimeros  ni  e  n-2.  Porisso  e  porque.  A—  ?í„ 
estando  comprehendida  entre  A  —  v,,  e  A  —  w„,  |  A  —  ?í„  |  é  inferior  a  um  dos  números  |  A  —  v„  | 


(')  No  Corso  di  Ancdisi  algébrica  de  Cesàro  (Toiiiio,  1894)  são  dados  muitos  eseinploa  interessantea  de 
determinaçues  de  limites. 
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ou  \A  —  iVi,\,  a  desegualdade 

I  A  — ít„|<S 

é  satisfeita  por  estes  mesmos  valores  de  n,  e  portanto  u  tende  para  A. 

3.°  Se  os  valores  Kitccessivos  da  variável  u  são  todos  inferiores  a  um  numero  L,  u  não  pode 
tender  i^ra  um  numero  superior  a  L.  Com  effeito,  temos  por  hypothese 

A  —  u,,  >  A  —  L. 

Logo,  se  fosse  A>L,  niio  podia  ter  logar  a  deseguaidade  (1)  quando  a  5  se  dessem  va- 
lores inferiores  a  A  —  L. 

4."  Se  os  valores  successivos  da  variável  u  são  todos  siqjeriores  a  um  numero  L,  u  não  pôde 
tender  para  um  numero  inferior  a  L.  Com  effeito,  temos 

u„  —  Á>  L  — A. 

Logo,  se  fosse  A<L,  a  deseguaidade  (1)  não  poderia  ter  logar  quando  fosse  ô<L  — A. 

11.  O  problema  que  coníiisto  em  procurar  se  uma  quantidade  variável  tende  ou  nào 
para  um  limite,  pode  ser  sulistituido  por  outro,  em  que  se  procura  se  uma  certa  quantidade 
tende  ou  não  para  zer.i,  em  virtude  do  seguinte  theorema  importante  ('): 

SejiDu  ?(i,  i(-2,  .  .  .,  íí„,  ...  os  valores  successivos  que  toma  a  variável  u.  E  condição  neces- 
sária e  sujficiente  jmra  que  u  tenda  para  um  limite,  que  a  cada  valor  dado  á  quantidade  posi- 
tiva 8,  2^°''  mais  pequeno  que  seja,  corresponda  um  numero  «i,  tal  que  a  deseguaidade 

(2)  \iln+p  —  l'n\<^' 

seja  satisfeita  por  fodo^  «■  valores  de  n,  superiores  a  ;íi,  cvmhinados  com  todos  os  valores  dep. 
Com  effeito,  se  u  t<'iule  para  um  limite  A,  a  cada  valor  da  quantidade  positiva  8  corres- 
pondi- um  valor  )n,  tal  (jiie  as  desegualdades 

I  Un+p  —  A  !  <  -^  5,     I  "„  —  A  |<  -^  8 

são  satisfeitas  pelos  valiu'es  de  n  superiores  a  m.   Logo  também  é  satisfeita  pelos  mesmos 


(')  Este  ijrincipio  foi  enunciado  pela  primeira  vez  por  Bolzano,  em  1817,  no  Bidlelim  da  Sociedade  Eeal 
da£  Sciencias  de  Praga,  e  depois,  em  1821,  por  CaiK-liy  no  seu  < 'aurs  d'Aiialyse. 


23 

valores  de  n  a  desegualdade  ,2),  visto  qut-  é 

|«n+p  — ««|<|w»+,  — Aj-r!  A  — M„|<?. 

Demonstremos  agora  que,  i'eciproi-amente,  quando  a  desegualdade  (2)  tem  logar,  it  tende 
para  um  limite. 

Dê-se  a  5  um  valor  particular  òi  e  represente-se  por  a  o  valor  correspondente  de  ni.  Por 
ser,  por  liypothese, 

|Wn+p  — «a+i  i<5i, 

quando  n  >  a,  os  valores  correspondentes  de  u„-^p  estão  comprehendidos  entre  as  quantidades 
Mç,^,  —  ôi  e  M2_(-r5|,  que  representaremos  por  vi  e  iO|. 

Dê-se  em  seguida  a  o  o  valor  Sj,  menor  do  que  òi,  e  seja  |j  o  valor  correspondente  de  nj. 
Vê-se  do  mesmo  modo  que  os  valores  que  toma  w„^p,  quando  n  >  ?,  estào  comprehendidos 
entre  í<í_j  —  òj  e  wo  j-J-ôj.  Logo  os  valores  que  toma  u„-p,  quando  a  n  se  dào  valores  que 
satisfazem  ao  mesmo  tempo  ás  duas  condições  7i  >  a  e  n  >  ^,  estào  comprehendidos  entre 
vi  e  wi  e  entre  iíí_,  —  òj  e  »^^^  +  §<,  e  portanto  entre  a  maior  das  quantidades  ui  e  Mo^j  — 3*, 
que  representaremos  por  rj,  e  a  menor  das  quantidades  ici  e  «o_£-7-5í,  que  representaremos 
por  icí;  e  vê-se  que  é 

Vi  >  f  1,  ic*  <^  ici,  ici  —  Vi  =  ií; ,  j  -r  òj  —  ("i^i  —  òi)  ^  2  3í, 
quando  «o    (-p o*  <;!;•{  e  «^    j  —  52>i'i,  e 

Vi  ^ fi,  M"í  ^  <ri ,  ifí  —  Vi  <  U3_i  -r  §2  —  ("^—i  —  Sj)  ^  2 3j, 

nos  outros  casos. 

Continuando  do  mesmo  modo,  forma- se  um  grupo  de  números  crescentes 

V\f   t/2,    .  •  •  ,   V„,,    -  .  . 

e  ura  grupo  de  números  decrescentes 

ZCl,  U'i,    . . .,  «•„,    . .  ., 
que  satisfazem  á  condição 

!fm  — Vm<2â„ 

e  definem  portanto  (n."  6)  um  numero  racional  ou  irracional  c,  comprehendido  entre  tc„  e  «,»; 
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e  vêse  que  it„j^j,  está  tnnibem  corapreliendido  entre  v,„  e  w„„  quando  n  é  niiiior  do  que  as  m 
quantidades  a,  [i,  etc.  Temos  pois  a  desegualdade 

que  é  satisfeita  pelos  valores  de  n-\-p  superiores  a  a,  ,3,  etc,  da  qual  se  conelue  que  u  tende 
para  c. 

CoitOLLAKlOS.  1.°  8e  a  quantidade  variável  u  cresce  constantemente,  sem  todavia  poder 
exceder  um  valor  determinado  L,  u  tende  para  lívi  limite. 

Com  effeito,  se  u  n;io  tendesse  para  um  limite  determinado,  existiria,  em  virtude  do  theo- 
rema  precedente,  um   valor  de  3  tal  que,  por  maior  que  fosse  o  inteiro  ?ii,  a  desegualdade 

lln+p  —  Mh  >  Ô 

seria  satisfeita  por  um  valor  a,  superior  a  ni,  dado  a  n,  e  por  um  valor  «,  dado  a  p.  Te- 
ríamos pois 

Pela  mesma  razão  deveria  existir  ura  numero  p,  superior  a  «  +  «,«"  um  inteiro  h,  tal  que 

"H6  =  "P  +  ^' 
ou,  por  ser  ur^yu^^j^^,^ 

"íí+6  >  "a+a  +  3  >  H,^  +  2  5. 
Continuando  do  mesmo  modo,  obteríamos  a  desegualdade 

cujo  segundo  membro  poderia  tornar-se  superior  a  L,  dando  a  k  um  valor  sufficientemente 
grande,   e  da  qual  resultaria  o  poder  u  tornar-se  maior  que  L,  o  que  é  contra  a  hypothese. 

2."  tíe  a  qiian'idade  variável  u  decresce  constantemente,  sem  todavia  poder  ser  inferior  a  um 
numero  l  determinado,  u  tende  pura  um  limite. 

Demonstra-se  este  corollario  de  uui  modo  semelhante  ao  que  foi  empregado  para  demons- 
trar o  antei'ior. 

15.  Seja  agora  ii  uma  quantidade  variável,  cujos  valores  dependem  dos  valores  de  outra 
quantidade  variável  a',  que  ])('ide  ter  todis  os  valores  visinlios  de  um  numero  «,  ou  siímente 
os  valores  que  satisfazem  a  certas  condições,  como  por  exemplo,  á  de  serem  maiores  do  que  a, 
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ou  ;i  de  serem  menores  do  que  a,  etc.  A  definição  de  limite  e  os  princípios  anteriores  levam 
ás  consequências  seguintes: 

1."  E  condição  necessaiia  e  fvfficiente  para  que  u  tenda  para  o  limite  A,  quando  x  tende 
para  a,  e  para  qxie  este  limite  seja  único,  qualquer  que  seja  a  serie  de  valores  pelos  quaes  passe 
X,  que  a  cada  valor  que  se  dS  á  quantidade  positiva  3,  por  mais  pequeno  que  seja,  corresponda 
um  numero  s  tal  que  a  deiegualdade 

(3)  I  A  —  M  I  <  ô 

seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  x  que  satisfazem  d  condição 

(4)  \x-a\<z. 

Com  efleito,  sendo  aji,  a^^,  X3,  .  .  .  uma  serie  qualquer  de  valores  de  x,  que  tendam  para 
a,  e  «j,  M-3,  !<3,  ...  os  valores  correspondentes  de  u,  se  a  desegualdade  (3)  é  satisfeita  por 
todos  os  valores  de  u  que  correspondem  aos  valores  que  tem  x  entre  a — s  e  a-]-s,  é  satis- 
feita pelos  números  u„„  ít„,_^i,  ?í,„-(^-2,  etc,  que  correspondem  aos  números  x„„  a;„,_t,  x„,_^3,  etc, 
coraprehendidos  entre  «  — s  e  u-\-z.  Logo  (n."  13j  os  numeres  u\,  u-2,  03,  •••  tendem 
para  A. 

Reciprocamente,  se  a  todo  o  grupo  (xi,  x-2,  X3,  . .  .)  de  valores  de  x,  que  tendam  para  a, 
corresponder  um  grupo  (ui,  u-2,  «3,  .  .  .)  de  valores  de  u,  que  tendam  para  A,  a  cada  valor 
dií  3  corresponde  um  numero  positivo  s  tal  que  a  desegualdade  (3)  tem  logar  quando 
\x — a|<s.  Com  eíFeito,  s#  aquella  desegualdade  não  tivesse  logar,  existiria  um  valor  de  í 
tal  que,  por  menor  que  fosse  o  valor  s,  que  se  desse  a  s,  seria 

(a)  I A  —  M  I  >  S 

para  algum  vaior  x,  de  x  tal  que  |  cc,-  —  a|<^£|.  Dando  depois  a  3  um  valor  í^,  tal  que 
£j<^\xi — a\,  existiria  um  vakr  a-,  de  x,  satisfazendo  á  condição  \Xj  —  a|<;cj,  pelo  qual 
a  mesma  desegualdade  (a)  seria  satisfeita.  Continuando  do  mesmo  modo  e  escolhendo  os  nú- 
meros £,,  £j,  ...  de  modo  que  tendam  para  zero,  obter-se-ia  uma  serie  de  números  x,,  Xj, 
Xi,  .  ..,  tendendo  para  a,  taes  que,  quando  se  fizesse  passar  x  por  elles,  a  quantidade  u 
não  tenderia  para  A,  o  que  é  contrario  á  liypothese. 

2."  iSc  a  cada  serie  de  valores  de  x,  que  tendem  para  a,  corresponde  uma  serie  de  valores 
de  u,  que  tendtm  para  um  limite,  ei-te  limite  é  o  mesmo  para  todas  as  series. 

Sejam  x^,  .r-2,  0-3,  .  .  .  e  x],  arj,  0:3,  ...  duas  series  de  valores  pelos  quaes  passa  x  quando 
tende  para  a,  e  sejam  A  e  A'  os  limites  correspondentes  para  que  tende  m.  Para  ver  que  é 
A  =  A',  basta  notar  que,  se  A  fosse  diíferente  de  A',  fazendo  passar  x  por  uma  terceira  serie 
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de  valores,   uuinposla  dos  minieros  das  duas  series  anteriores,   dispostos  alternadamente,  os 
valores  de  u  tenderiam  para  A  e  A',  o  que  é  contrario  A  liypothese. 

3."  E  cundiçiÀo  Jiecessai-ia  e  siijficieiíie  pura  que  u  fenda  jicia  nm  limite,  quando  x  tende 
para  a,  e  2J'J''a  que  este  limite  seja  único,  qualquer  que  seja  a  se7-ie  de  valores  pelos  quaes  passe 
X,  que  a  cada  valor  dado  á  quantidade  positiva  5,  ^'or  mais  pequeno  que  seja,  corresponda  um 
numero  positivo  e  tal  que  a  deseguuldade 

(5)  |«"-w'|<5 

seja  satisfeita  por  todos  os  pares  de  valores,  u'  e  u",  de  u,  correspondentes  aos  valores  x'  e  x"  de 
X  que  satisfazem  á  condição  \x  —  a|<^s. 

Com  effeito,  se  u  tende  para  A,  quando  x  tende  para  a,  a  cada  valor  dado  á  quantidade 
positiva  o  corresponde  um  numero  ;  tal  que  as  desegualdades 

|w'-A|<l5,     i«"-A|<i-S 

sao  satisfeitas  por  todos  os  pares  de  valores,  u'  e  u'\  de  u  que  correspondem  a  valores  de  x 
que  satisfaçam  á  condição  \x  —  a\<^s;  e  portanto  a  desegualdade 

I  u"  —  ?(' j  ^  I  ?í"  —  A  I  +  I  u' -  A  |<  í 

é  satisfeita  pelos  mesmos  valores  de  u'  e  n". 

Para  demonstiar  que,  reciprocamente,  se  a  cada  valor  de  ã  c-òrresponde  um  numero  s  tal 
que  a  desegualdade  (õ)  é  satisfeita  por  todos  os  j)ares  de  valores,  u'  e  u",  de  u  que  corres- 
pondem aos  valores  de  x  que  satisfazem  á  condição  \x~a\<^t,  u  tende  para  A,  basta  notar 
que,  sendo,  como  anteriormente,  X{,  x-i,  a'3,  ...  uma  seii(í  qualquer  de  valores  que  tendam 
para  «,  e  iu,  u-2,  Uj,  ...  os  valores  correspondentes  de  !(,  a  desegualdade  (5)  é  satisfeita,  por 
liypotliese,  quando  ít'  e  u"  representam  dois  quaesquer  dos  números  !(,„,  tí„,.)_(,  ...,  corres- 
pondentes aos  números  x„|,  x,„^_i,  .t,,,  ^i,  ..-,  comprehendidos  entre  a  — s  e  «+£.  Portanto, 
quando  x  passa  pela  serie  de  valores  considerados,  u  tende  para  um  limite  (n.°  14)  e  este 
limite  é  unico  (n.°  15-2.°). 

4.°  Se  u  cresce  constantemente,  quando  x  se  approxima  constantemente  de  a,  sem  poder  ex- 
ceder um  numero  L^  «  tende  para  um  limite,  quando  x  tende  de  qualquer  modo  para  a,  e  este 
limite  é  unico. 

Com  effeito,  seja  «i,  x-i,  «3,  •  •  •  uma  serie  de  valores  de  x  que  se  approximem  constan- 
temente de  a  e  que  tendam  para  n.  Os  valores  correspondentes  de  u  tendem  para  um  limite 
A,  em  virtude  do  primeiro  corollario  do  n."  14;  e  porisso  existe  um  numero  m  tal  que  a 
desegualdade    |it  — A|<ô    é    satisfeita   pelos    valores   de   u   que   correspondem   aos   valores 
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Considerando  outra  suru*  qualcjuer  (xj,  x->,  xj,  .  .  .)  de  vaIoi"es  de  x  que  tendam  para  a, 
sem  ser  necessário  que  se  a]i[)i'iixiiueni  constantemente  de  «.  a  mesma  desegualdade  é  satis- 
feita, por  hypothese,  pelos  valores  x„,  x'„^i,  .  . . ,  comprehendidos  entre  x„,  e  a;  logo,  quando 
X  passa  por  esta  serie  de  valores  u,  tende  ainda  para  o  limite  A. 

Um  tlieorema  análogo  tem  logar  quando  ii  decresce  constantemente,  sem  se  tornar  inferior 
a  um  numero  l. 

16.     Para  designar  que  ii  tende  para  A,  quando  x  tende  para  «,  escreve  se  (*): 

jim  u  =  A. 

x=a 

Muitas  questões  importantes  de  Analyse  levam  a  procurar  o  limite  para  que  tendem  quan- 
tidades dadas.  Os  principios  seguintes  facilitam  esta  indagarão. 

1.°  O  limite  para  que  fende  a  nomma  de  duas  quantidades  variáveis,  dependentes  de  x,  que 
tendem  para  limites  determinados,  quando  x  tende  jntra  a,  existe  e  é  egual  á  somma  dos  limites 
para  que  tendem  as  parcellas. 

Sejam  u  e  v  duas  quantidades  variáveis,  dependentes  de  x,  que  tendam  para  os  limites 
A  e  B,  quando  x  tende  para  a. 

A  cada  valor  dado  a  o  corresponde,  por  liypotliese,  uma  quantidade  positiva  ;'  tal  que  a 
desegualdade 

I  A  —  M  i  <  —  ò 

é  satisfeita  pelos  valores  da  variável  x  que  satisfazem  á  condição  |  a; — a|<^s'. 
Do  mesmo  modo,  existe  uma  quantidade  positiva  s"  tal  que  a  desegualdade 

|B-i>|<i-3 

é  satisfeita  pelos  valores  da  variável  x  que  satisfazem  á  condição  |  a;  —  a\<^z". 

Logo,  representando  por  z  a  menor  das  quantidades  s'  e  s'',  a  desegualdade  (n."  ]  l-I) 

|A—  «  +  B  —  i;l<;3 

é  satisfeita  pelos  valores  da  variável  x  que  satisfazem  á  condição  \x  —  a|<^s;  e  portanto  ;t 
quantidade  u-^-v  tende  para  o  limite  A-fB. 


(')  Em  toda  esta  obra,  quando  dissermos  que  uma  variável  n  tende  para  um  limite,  quando  outra  variá- 
vel, da  qual  a  primeira  depende,  tende  também  para  um  limite,  sem  espcciKe.ir  a  serie  de  valiTes  pelos- 
quaes  passa  esta  ultima,  suppomos  que  isto  tem  logar  qualquer  que  seja  esta  serie  de  valores. 
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'2.°    O  limite  para  que  tende  o  producio  u  v  existe  e  é  egiial  ao  producto  dos  limites  para 
que  tendem  os  factores. 

Deduz-se  este  principio  da  identidade 

AB  —  iiv  =  A  (B  —  v)  +  u  (A  —  u). 

Com  eíFeito,  a  cada  valor  dado  a  S'  corresponde  um  numero  s'  tal  que  a  desegualdade 

|A  — «|<ô' 

é  satisfeita  pelos  valores  da  variável  x  que  verificam  a  condição  |  a; — aj<^s'.  Cliamando  porém 
M  um  numero  maior  do  que  os  valores  que  toma  |  v  \  quando  a  a;  se  dão  todos  os  valores  que 
satisfazem  á  condição  precedente,  vem 


e  portanto,  pondo  M  í'  =  —  5, 


MiA-«|<M8' 


|i;||A  — ui<  — 3. 


Esta  desegualdade  é  pois  satisfeita  por  todos  os  valores  de  x  que  verificam  a  condição 
\x-a\<it' 

Do  mesmo  modo  se  vê  que  ha  sempre  um  valor  z'  tal  que  a  desegualdade 

|A!|B-t;|<Í-ò 

é  satisfeita  por  todos  os  valores  de  x  que  verificam  a  condição  \x  —  aj<^£''. 
Logo  a  desegualdade 

|AB  — ?tr|<5 


"o"- 


é  satisfeita  por  todos  os  valores  de  x  que  verificam  a  condição  \x  —  a\<^z;  e  portanto  uv 

tende  para  o  limite  AB. 

w 
3.°   O  limite  para  que  tende  o  quociente  —  existe  e  é  egual  ao  quociente  dos  limites  para 

que  tendem  u  e  v,  quando  v  não  tende  para  zero. 
Com  effeito,  pondo 


temos  a  identidade 


u  A 


^      lí  — A    ,   A(B  — f) 
V  Bv 
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Jlas  inostra-se,  como  no  caso  anterior,  que,  dado  í,  existe  sempre  um  valor  £  tal  que  as 
desegualdades 


M-A 

^  1  - 

A(B-i;) 

V 

^T^' 

Bv 

são  satisfeitas  pelos  valores  de  a;  que  verificam  a  condição  |  a;  —  a\<^B. 
Logo  a  desegualdade 

|í«-C|<5 

é  satisfeita  jielos  mesmos  valores  de  a;;  e  portanto  —  tende  para  -=-. 

4.°   O  limite  para  que  tende  y^i,  quando  u  é  positivo  e  tende  para  A,  existe  e  é  egual  a  /A. 
Pondo  com  eífeito  na  identidade  conhecida 

i»  —  ln  =  (^k-l)  (/í"-'  +  Ik"-^-  +  ...  +  Z»-*) 
k—  v^w,  ?=  v'A,  vem  o  resultado  seguinte: 


."/„.i-i_i_  r/A  .'/„»-2 


7zt"-í+  VA  (/u''-2  +  .  .  .  +  (/'A"-' 


Se  representarmos  pois  por  B  um  numero  positivo,  inferior  a  A,  vê  se  que  u,  tendendo 
para  A,  pôde  tornar-se  maior  do  que  B  e  que  é,  para  os  valores  de  u  que  satisfazem  a  esta 
condição, 


Suppondo  agora 


;/«-í/Ã|<i^^;^. 


l«-A| 


i/B"-i 


<s,   7kj;b"-*  =  £, 


vê-se  que  a  cada  valor  de  í  corresponde  um  .numero  ô  tal  que  é  |  v  h  —  í/A|  <^S,  quando 
\u  —  A|<;£,  e  portanto  que  V ><  tende  para  VA,  quando  u  tende  para  A. 

17.  Tudo  o  que  se  disse  nos  números  precedentes  estende-se  facilmente  ao  caso  de  u 
depender  de  muitas  quantidades  variáveis  x,  y,  z,  ete.  Assim,  temos  primeiramente: 

É  condição  necessária  e  sufficiente  para  que  ii  tenda  para  o  limite  A,  quando  x,  y,  etc. 
tendem  respectivamente  para  a,  h,  etc,  e  para  que  este  limite  seja  único,  quaesquer  que  syani 
os  valores  pelos  quaes  passem  estas  variáveis,  qur  a  rada  r/dor  dado  á  quantidade  positiva  S, 
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2}or  mais  pequeno  que  ftcja,  corresponda  um  numero  s.  tal  que  a  desegualdaãe 

(3)  |A-«i<3 

seja  satisfeita  pielos  ralares  de  x,  y,  etc.  que  verificam  as  condições 

(6)  |a;  — «!<£,     |y_iKs,     etc. 

Com  effeito,  sendo  (.ri,  x-2,  aia,  .  .  .)?  {yii  yii  yz,  ■  ■  ■)■,  etc.  series  de  valores  que  tendam 
respectivamente  para  a,  h,  .  .  .  e  ííi,  "2,  ((3,  ...  os  valores  de  m  correspondentes  aos  valores 
(a-j,  ^1,  ... ),  (a--2,  7/j,  .  . . ),  .  .  . ,  se  a  desegualdade  |  A  —  m  |  ^S  é  satisfeita  por  todos  os  va- 
lores de  u  que  correspondem  aos  valores  que  tomam  respectivamente  .t,  y,  •  ■  ■  entre  a  —  s 
e  «  +  £,  entre  h  —  £  e  />  +  £,  etc,  é  satisfeita  pelos  números  !(,„,  iim+t,  •  • .,  que  correspondem 
aos  valores  (x„,,  a;,„_|_,i,  ...),  (!/„„  i/m+i,  ■  ■  ■),  etc,  respectivamente  comprehendidos  entre 
a  —  £  e  «  +  £,  entre  b  —  £  e  J  +  £,  etc.  Logo  os  niuneros  ui,  Ui,   .  .  .  tendem  para  A. 

Para  demonstrar  a  proposição  reciproca,  supponhamos  que  u  tende  para  A,  e  vamos  pri- 
meiramente mostrar  que  se  pôde  determinar  s  de  modo  que  a  desegualdade  (3j  seja  satisfeita 
pelos  valores  de  x,  y,   ...   que  satisfazem  á  condição 

(7)  |a3—aH-|3/  —  J|  +  . ..<»)£, 

onde  m  representa  o  numero  das  variáveis  x,  y,  ... 

Cora  effeito,  se  isto  não  tivesse  logar,  mostrava-se  como  no  n.°  15-1.°  a  possibilidade  de 
formar  series  (;»•,■,  Xj.  .  .  .),  (?/,,  yj,  •  •  •),  etc.  de  valores  de  x,  y,  .  .  .,  que  tenderiam  respecti- 
vamente jiara  os  limites  a,  b,  ...,  taes  que  u  não  tenderia  para  A  quando  a-,  y,  .  ■  ■  pas- 
sassem poi  estes  valores.  Basta  agora  notar  que  a  desegualdade  (7)  é  satisfeita  pelos  valores 
de  X,  y,  .  ■  .  que  satisfazem  ás  condições  (6),  pai-a  concluir  que  a  desegualdade  (3)  é  satis- 
feita pelos  mesmos  valores  de  a;,  y,  etc. 

A  extensão  dos  outros  princípios  demonstrados  nos  números  anteriores  ao  caso  de  muitas 
variáveis  não  tem  difficuldade  alguma. 

18.  Díz-se  que  uma  quantidade  variável  tende  para  cc,  quando  esta  quantidade  augmenta 
indefinidamente  de  tal  modo  que  chega  a  ser  e  a  conservar-se  superior  a  todo  o  numero  dado, 
por  maior  que  seja,  e  dizse  que  uma  quantidade  variável  tende  jiara  —  cc,  quando  esta  quanti- 
dade é  negativa  e  o  seu  valor  absoluto  tende  para    00. 

Assim,  por  exemplo,  os  valores  por  que  passa  a;",  quando  n  passa  pelos  valoies  1,  2,  3,  4, . . ., 
tendem  para  00,  quando  |a;|]>l.  Pondo  com  effeito  |a;|  =  !+/«,  onde  Ã>0,  temos 

|a;|"  =  (1  +  /0"  =  1  +  »A  +  ^^í^-il/i2-f  .  .  .>  1  +«7í; 
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e  basta  attender  a  que  o  ultimo  membro  d'tísta  desegualdaile  se  pôde  tornar  maior  do  que 
qualquer  numero  Ic,  dando  a  n  valores  superiores  a  — - — ,  para  concluir  que  o."  tende  para  oc. 

Se  notarmos  que  —  tende  para  O,  quando  x  tende  para  o  iuKniti),  e  que  tende  para  o  in- 
finito, quando  x  tende  para  O,  podemos  dos  theoremas  anteriormente  demonstrados  para  o 
caso  de  x  tender  para  um  limite  a  deduzir  outros  correspondentes  para  o  caso  de  x  tender 
para  o  infinito.  Assim,  por  exemplo,  podemos  enunciar  o  tlieorema  seguinte: 

A  som/nft,  o  producto  e  o  quociente  de  duas  funci^des  u  e  v  que  tendem  para  os  limites  A 

A 

«  B,  qunndu  x  tende  para  o  infinito,  tendem  respectivamente  pura  A+B,  AB  e  -^  (quando  B 

é  differente  de  zero). 

Com  effeito,   í(  e  r  tendendo  para  A  e  B,  quando  —  tende  para  O,  «-rf,  ia-,  -—  tendem 

Al 
para  A  +  B,  AB,  -rr-,  quando  —  tende  para  O,  isto  é  quando  x  tende  para  o  infinito. 

19.  Consideremos  agora  a  quantidade  imaginaria  u  +  iv,  que  passa  successivamente  pelos 
valores  «i-f  í"yi,  i/j -r  ('i-j,  ete.  Se  u  tende  para  A  e  v  tende  para  B,  diz  se  que  esta  quanti- 
dade tende  para  o  limite  A  +  iB. 

São  consequências  immediatas  desta  definição  os  princípios  seguintes: 

I.  E  condição  necessária  e  sufficiente  para  que  u-\-iv  tindn  pura  o  lim.ite  A^iB,  que  o 
vióduio  da  differença  entre  a  quantidade  u -r  iv  e  A-\-iB  f<nda  para  zero. 

Cora  effeito,  se  «  e  i-  tendem  para  ^  e  i?,  a  cada  valor  da  quantidade  positiva  ò,  por 
mais  pequeno  que  seja,  corresponde  um  valor  «i  tal  que  as  desegualdades 

\A—uJ<Z/.B-v„\<^ 

são  satisfeitas  pelos  valores  de  n  superiores  a  jíj.  Logo  a  desegualdade 

\A-u,  +  i{B-v„)\  =  i/(A-u„y-+{B-v„f<i\/^ 

é  satisfeita  pelos  mesmos  valores  de  n,  e  o  módulo  considciado  tende  portanto  para  zero. 
Reciprocamente,  se  é 

[/(A-u„f  +  {B-v.,y'  <  8  V'T, 
quando  7i>«i,  é  também  » 

\A-uJ<:U%\B-v„,<-oV% 

e  poi"tanto  w  tende  para  A  e  v  tende  para  B. 
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II.  E  condição  necessária  e  sufficiente  pm''^  Çuc  n-\-iv  ienda  para  um  limite^  que  a  cada 
valor  que  se  dê  á  quantidade  S,  por  mais  pequeno  que  seja,  corresponda  um  numero  n\  tal  que 
a  desegualdade 

(8)  I  ",,+y  —  ;f„  +  i  (f.-f ,  —  v„)  I  <  5 

sga  satisfeita  pelos  valores  de  n  superiores  a  n\,  qttalquer  que  seja  j^- 
Deduz-se  facilmente  este  theorema  da  igualdade  (n.°  11) 

!  "»+p  —  w„  +  í  (y„-t  p  —  V.,)  I  =  +  l/  (!<„+p  —  M„)2  +  (w„+y  —  y,.)-- 

Com  efFeito,  se  u  -f  iv  tende  para  um  limite,  a  cada  valor  da  quantidade  5  corresponde 
um  valor  »ii  tal  que  as  desegualdades  (n.°  14) 


5 


i  ^ln+p  —  Un  í  <  7='  I  1^„+,  —  -y,,  |< 


são  satisfeitas  pelos  valores  de  n  superiores  a  «i,  qualquer  que  seja  p).  l.,ogo  também  a 
desegualdade  (8)  é  satisfeita  pelos  mesmos  valores  de  n  e  j-j,  o  que  demonstra  a  primeira 
parte  do  theorema. 

Reciprocamente,  se  o  representa  uma  quantidade  tão  pequena  quanto  se  queira,  e  é  satis- 
feita a  desegualdade  (8)  quando  ?i>7ii,  qualquer  que  seja/),  temos 

K+,-«„)-  +  (tw.-  n.r-<ò^ 

logo  as  desegualdades 

!  «(„+,  —  w„  i  <  ã,  I  ■t-„+p  —  f„  I  <  5 

são  satisfeitas  pelos  mesmos  valores  de  n  e  p.  As  variáveis  u  e  i;  tendem  pois  (n."  11)  para 
limites  determinados,  assim  como  u-j-iv. 
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V 
Series 

20.     Series  de  termos  reaes.  —  As  series  são  expressões  da  forma 

(1)  iii  +  m  +  in+ ■  ■  ■ +K,+ •■•, 

em  que  o  numero  das  parcellas  é  infinito.  O  termo  ií„  é  o  termo  geral,  por  meio  do  qual  se 
formam  todos  os  outros  dando  a  n  os  valoras  1,  2,  3,  etc.  Empregando  o  signal  H  para 
designar  sommas,  esta  expressão  pôde  ser  escripta  do  modo  seguinte : 


Se  a  somma  dos  n  primeiros  termos  da  serie,  isto  é,  a  somma 

«„=i'l+W2+-  •  •  +  "„, 

tende  para  um  limite  determinado,  quando  n  augmenta  indefinidamente,  diz-se  que  a  serie  é 
convergtnte.  Este  limite  chama-se  somma  da  serie. 

As  series  que  nào  sào  convergentes  ehimam-se  divergentes. 

ExEJirLO  1."  —  A  progressão  geométrica 

1 +a-  +  a;2  +  £c3-f .  .  .-fa;"  +  .  .  . 

é  convergente,  quando  o  valor  absoluto  da  razão  x   é  menor   do  que   a  unidade,  pois  que  a 
somma  dos  seus  n  primeiros  termos 


1  — X      1  — X 


tende  para   o  limite  :j ,  quando  n  augmenta  indefinidamente. 


Podemos  pois  escrever 

1 


1— a; 


=  l+a3+a;2 -}-... +  íc"-f 
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Se  o  valor  absoluto  de  x  c  maior  do  que  a  unidade,  ou  se  é  a;=  1,  a  somma  s„  tende  para 
o  infinito  e  a  serie  é  divergente. 

Se  é  0;  =  — 1,  a  somma  s„  toma  alternadamente  os  valores  zero  e  um,  e  portanto  a  serie 
é  divergente. 

Exemplo  2."  —  A  serie  importante 


(2) 


1.1+1+      +1+ 


é  convergente  quando  «>1,  e  é  divergente  quando  a  =  í  ou  a<^l. 

Seja  primeiramente  íí>  1.  R^nuindo  os  termos  em  grupos  de  1,  2,  4,  .  .  .,  2^  ...  termos, 
a  série  considei-ada  pode  ser  escripta  do  modo  seguinte: 


l+fi+iU(l. 


■■  +  ^,)+- 


[(2')"  '  (2''-f-l/' 


(2»+»  —  1)". 


+  • 


Notando  agora  que   a  somma   dos  termos   de  cada  grupo  é  menor  do  que  o  producto  do 
primeiro  termo  pelo  numero  dos  seus  termos,  temos 


-  +  -<-- 
2a    '   yu  ^2"-!' 


J.a     '     •  •  •    '     7a  '^2-(''-'l' 


1 


(2"/  '   (2''  +  l)'- 


1  1 


e  portanto 


'p  +  2S"  +  '  •  '"^Ha  <l  +  2a-l+'  •  •+  2''!"-') 


2»— 1 


O   segundo   membro  d'esta  desegualdade  tem  um  valor   determinado;  logo  o  primeiro 
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membro,  que  augraenta  cotii  ii  sem  poder  exceder  este  valor,  tende  para  um  limite,  e  a  serie 
proposta  é  portanto  convergente. 

No  caso  de  ser  a=  1,  a  serie  (2)  tem  o  nome  de  í--erii-  harmónica  e  é  divergente.  Para 
o  demonstrar,  basta  dispor  os  seus  termos  em  grupos  de  1,  2,  4,  . . .,  2'',  . . .  termos,  do 
modo  seguinte: 

^+^+(¥  +  T)  +  (l-  +  --+¥)+---+(2^Tr+2qr2+---+w)+--- 

Com  effeito,  notando  que  a  somma  dos  termos  de  cada  grupo  é  maior  do  que  o  producto 
do  ultimo  termo  do  grupo  jicio  iniinero  de  termos,  temos 


1,1     1 

¥+4>2' 

^1^1 

,      1     ^1 

2^4-1    1    2^  +  2    '  •• 

Logo  a  somma  .s-„  dos  n  primeiros  termos  da  serie  (2)   pôde  tornar-se   maior  do  que  — 

por  maior  que  seja  o  valor   do  inteiro  m,   dando   a    n  um  valor   sufíicientemente  grande;    e 
a  serie  ó  portanto  divergente. 
!Se  é  «  <  1,  temos 

1"      2"  n"       1       2  n 

Quando  n  tende  para  o  intínito,  o  segundo  membio  d'esta  desegualdade  tende  para  o 
infinito  ;  logo  também  tende  paVa  o  infinito  o  primeiro  membro,  e  a  serie  proposta  é  portanto 
divergente. 

Os  geómetras  da  antiga  Grécia  empregaram  para  o  calculo  de  certas  quantidades  pro- 
cessos equivalentes  ao  uso  de  verdadeiras  series.  Este  algorithmo  só  foi  porém  directamente 
considerado  no  século  .wii,  depois  da  publicação  da  Arithmetica  injtnitorum  de  Wallis,  na 
qual  se  encontra  um  modo  de  determinar  a  área  de  qualquer  curva,  quando  se  sabe  exprimir 
as  ordenadas  por  serie  ordenada  segundo  as  potencias  da  abscissa. 
* 
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Mercator  e  Broimker  publicaram  em  1668  os  primeiros  exemplos  de  taes  desenvolvi- 
mentos. Mas  o  principal  inventor  do  methodo  das  series  foi  Newton,  que  ensinou  a  calcular 
por  meio  d'ellas  as  expreesues  algébricas,  as  raizes  das  equações  algébricas,  as  expressões 
trigonométricas,  etc,  e  que  não  só  as  applicou  ao  calculo  das  áreas,  seguindo  a  ideia  de 
Wallis,  mas  também  á  rectificação  das  curvas.  Sabe-se  que  estes  importantes  resultados  foram 
obtidos  pelo  grande  geometra  antes  de  16G8,  mas  só  foram  publicados  em  1704  em  um  ap- 
pendice  á  sua  Óptica,  intitulado  De  quadvaiura  curvarum,  e  de  novo  em  1711  na  sua  Ana- 
lysis  per  aequationes  numeroruni  ferminorum  infinitas.  N'este  intervallo  de  tempo  occuparam-se 
também  das  series  J.  Gregory  e  Leibnitz. 

A  partir  d'esta  epocha  foram  as  series  empregadas  em  mathemafica  com  grande  suecesso. 
Apesar  porém  de  se  reconhecer,  desde  os  primeiros  tempos  em  que  foram  usadas,  a  neces- 
sidade de  serem  convergentes,  para  determinarem  os  valores  das  quantidades,  os  geómetras 
durante  muito  tempo  extenderam  a  este  algorithmo  as  operações  e  theoremas  relativos  ás 
expressões  compostas  de  um  numero  finito  de  parcellas,  sem  procurar  as  condições  para  que 
esta  extensão  fosse  legitima.  Foi  somente  no  ultimo  século  que  foram  fixadas  as  regras  para 
o  seu  calculo  por  Cauchy,  no  seu  Cours  d'An(ãyse,  e  por  Abel,  Dirichlet,  Gauss  e  Riemann, 
em  trabalhos  sobre  series  particulares,  que  os  levaram  a  estudar  questões  geraes  relativas  a 
estas  expressões.  Outros  geómetras  se  occuparam  depois  d'este  assumpto,  já  enriqueeendo-o 
oom  novos  theoremas,  já  generalisando  os  anteriores. 

21.  Do  theorema  demonstrado  no  n.°  14  tiram-se  immediatamente  os  dous  principies 
seguintes,  conhecidos  pelo  nome  àe  principios  geraes  de  convergência  e  divergência: 

1."  —  Se  a  serie  (1)  é  convergente,  a  cada  valor  dado  á  quantidade  positiva  ?j,  por  mais 
l^equeno  que  seja,  correspionde  um  numero  ?íi  tal  que  a  desegucddade 

1  «n+í  —  *»i  I  =  I  «11+ 1  +  Mri4-2  +■••-!-"  ii+p  |  <  ^ 

é  satisfeita  pelos  valores  du  n  superiores  a  Hj,  qualquer  que  seja  p. 

2."  —  Tleciprocamente,  se  a  cada  valor  dado  á  quantidade  p)Ositiva  ^,  por  mais  pequeno  que 
seja,  con-esjíonde  um  numero  ni  tal  que  a  desegualdade 


^it-\-p ' 


•s„!<ô 


é  satisfeita  pelos  valores  de  n  superiores  a  ni,  a  serie  (1)  é  convergente. 

Destes  principies  tira-se,  pondo  ^=1,  o  corollario  seguinte: 

E  condição  necessária    (mas   não  siifficiente)  para   que   a  serie  (1)   seja  convergente,   que  o 
valor  dos  setis  termos  tenda  para  zero,  qnando  a  ordon  d'elles  aitgmenta  indefinidamente. 

22.     Não   ha  critério   geral   para  decidir   se  uma  serie    dada   é  convergente;  ha  apenas 
regras  abrangendo  maior  ou  menor  numero  de  casos.   Aqui  exporemos  apenas  as  seguintes : 
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I.  Sejam 

Ml+«-2+.  ..  +  ««+•  ■  •,   Vi  +V2 +•■■  +  «„  +  ••  • 

duas  serien  comjxjstas  de  termos  positivos,  e  seja  p  um  numero  determinado.  Se,  a  partir  do 
termo  de  ordem  p,  é  sempre  Mm"\i'„,  e  a  segunda  serie  é  convergente,  a  primeira  também  é 
convergente;  se,  j)elo  contrario,  é  Um^^m  <^  «  segunda  serie  é  divergente,  a  primeira  também  é 
divergente. 

Com  effeito,  se  é  «,„  <Cv„,  quando  m^p,  temos 

ui  +  .  ■■  +  Up-i  +  Up  +  .  .  .+  ?<„  <tíi  + .  . .  +  Up-{  +  i-p  + .  .  .  +  v„, 

e  portanto,  representando  s„  e  s'„  as  soninias  dos  n  primeiros  termos  da  primeira  e  da  segunda 
serie  e  s'  o  limite  para  que  tende  s),,  quando  n  augraenta  indefinidamente, 

Sn<SH  +  líí  +  -  •  .  +  Up-l<s'  +  Ui-{-.  .  .  +  Up_i. 

A  somma  s„  augmenta  pois  indefinidamente  com   »,   sem  poder  exceder  o  valor  que  tem 
o  segundo  membro  d'esta  desegualdade;  logo  (n."  14)  tende  para  um  limite  determinado. 
Se,  pelo  contrario,  é  ?«„,  >«„,  e  a  segunda  serie  é  divergente,  temos  a  desegualdade 

IÍ1+M2  +  -  •  ■  +  Up-l+Up  +  -  ■  ■  +  i'n>'Vp  +  Vp+i  +  .  .  .-\-Vn 

ou 

Sn  >S«  —  («1  +  V2  +  ■  •  •  +  Vp-l), 

cujo  segundo  membro   augmenta  indefinidamente   com  n;  logo  também   o   primeiro   membro 
augmenta  indefinidamente  com  n,  e  portanto  a  primeira  serie  é  divergente. 
Por  exemplo,  a  serie 

l  +  2+P^43  +  ---  +  (n  +  lr+--- 

é  convergente,  pois  que  cada  termo,  a  partir  do  terceiro,  é  menor  do  que  o  termo  corres- 
pondente da  progressão  geométrica  convergente 

1+1  +  ^  +  ...  +  ^  +  ... 

II.  Toda  a  serie  composta  de  termos  positivos  e  negativos,  de  que  deriva  uma  serie  conver- 
gente pela  mudança  dos  signaes  dos  termos  negativos,  r  convergente  {}). 


(')  Cauchy :  Cours  d'Analyse,  cap.  VI. 
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Com  eíFeito,  a  serie 

h'!  i+|ií-2l+.  •  •+!  «<„!+•  •  • 

sendo,  por  hypothese,  convergente,  a  cada  valor  da  quantidade  positiva  í,  por  mnis  pequeno 
que  seja,  deve  corresponder  (n."  21-1.°)  um  numero  ni  tal  que 

|M„+i|  +  |r/„4-2Í  +  -  •  .  +  ]?«„-(-;, |< 3, 
quando  n>ju,  qualquer  que  seja  ^.  D'aqui  conclue-se  que  a  desegualdade  (n.°  11-Ij 

\tt„4-i+  lí„-f  2  +  •  •     +  "„+;,  !  <  Ô 

também  é  satisfeita  pelos  mesmos  valores  de  n,  e  portanto  que  a  serie  (1)  é  convergente. 

As  series  que  estão  no  caso  indicado  neste  theorema,  isto  é  as  series  formadas  de  termos 
cujos  valores  absolutos  formam  uma  serie  convergente,  chamam-se  absolutamente  convergentes. 

III.   Se^  para  todos  os  valores  rh   n  a  pariu-  de  uni  valor  p,  a  razão      ,  "   ,      dos  valores 

absolutos  de  dous  termos  consecutivos  da  serie  (1)  <•  sempre  menor  do  que  uma  quantidade  L, 
inferior  á  unidade,  a  serie  <'  convergente ;  se  esta  razão  <'■  maior  do  que  a  unidade,  a  serie  i' 
divergente  ('). 

Este  critério  importante,  devido  a  D'Alembert,  resulta  da  comparação  da  serie  proposta 
com  uma  progressão  geométrica,  como  vamos  vêr. 

Temos,  por  hypotliese, 


I  Up+i  \<L\up\,  I  Mp_|_2 1  <  i  I  Up+i\ ,  etc. ; 


logo  os  termos  da  serie 


(3)  |Ml|  +  |«2Í+...+  |»,.|+... 

são,  a  partir  do  termo  de  ordem  ^;,  menores  do  que  os  termos  correspondentes  da  serie 
que  é  convergente  quando  Z  <  1 ,  por  ser  neste  caso  convergente  a  progressão 


(')  Vejam-se  nos  tomos  vii  e  viii  do  Jornal  de  Sciencias mathematicas  algumas  obseivaçues  interessantes 
de  Lerch,  Cesàro,  GUtzmer  e  Ed.  Weyr  a  respeito  d'estc  tlieorema  e  dos  dois  seguintes. 
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Logo  a  serie  (3)  é  convergente  (th.  I),  assim  como  a  serie  (1)  (th.  11 1. 
Se  é,  pelo  contrario, 


««+1 


>1, 


o  valor  absoluto  dos  termos  da  serie  (1),  a  partir  do  termo  de  ordem  p,  cresce  com  jí,  e  por- 
tanto a  serie  é  divergente  (n.'  21). 

COROLLAIUO.  —  Se  a  razão      .  ""'"'     tende  para  um  limite  determinado,  quando  n  augmenta 

indefinidamente^  a  ferie  é  convergente  se  este  limite  é  menor  do  que  a  unidade,  e  é  divergente  se 
este  limite  é  maior  do  que  a  unidade. 

Sejam  l  este  limite  e  L  um  valor  comprehendido  entre  /  e  1. 

""^-    podem  approximar-se  de  l  tanto  que  seja 


Os  valores  que  toma  a  quantidade 


I  ««+1 


'-<L<1, 


quando  ?  <[  1 ,  e 


M»+t 


>1, 


quando  l>  1,  dando  para  isso  a  n  valores  superiores  a  um  numero  sufScientemente  grande 
p.  Em  virtude  do  theorema  precedente  a  serie  é  pois  convergente  no  primeiro  caso  e  diver- 
gente no  segundo. 

Por  exemplo,  a  serie 


X-       x^ 


=^  +  l>+9- 


X' 


3  ■   2.3.4 


^...+ 


2.3...» 


é  convergente,  qualquer  que  seja  o  valor  que  se  dê  a  x,  pois  que  a  razão  dos  valores  abso- 
lutos de  dous  termos  consecutivos 


«n-H 

= 

X 

«« 

n+1 

tende  para  O  quando  n  augmenta  indefinidamente. 

IV.  Se,  para  todos  os  valores  de  n  a  partir  de  um  numero  determinado  p,  a  raiz 
\^\u„\  é  menor  do  que  uma  quantidade  L,  inferior  á  unidade,  a  serie  (1)  é  convergente;  se  esta 
raiz  é  ruaior  do  que  a  unidade,  a  serie  é  divergente. 
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Temos,  por  hypothese, 

\upl<LP,Uj^i\LP-i,  etc; 
logo  os  termos  da  serie 

|«í|-F  |w2|+..■+|^ín|+••• 
são,  a  partir  do  termo  de  ordem  p,  menores  do  que  os  termos  correspondentes  da  serie  con- 
vergente 

\ut\  +  ...+  \up_i\^LP(l^L  +  r-  +  ...). 

Logo,  aquella  serie  é  convergente,  assim  como  a  serie  (1). 

Se  temos  v^|w„|>l,  é  também  |  !«„  |>1,  quando  n^p,  e  portanto  a  serie  (1)  é  divergente. 
Do  theorema  que  vimos  de  demonstrar,  devido  a  Cauehy  (1.  c),  deduz-se  um  corollario 
análogo  ao  que  se  deduziu  do  theorema  anterior. 
Por  exemplo,  a  serie 

1  ,  1  ,  .  1  , 


(log  2f-        (log  3j3      ■    •       (log  n)" 
é  convergente,  visto  que  é 

lim   VZ~=   Hm  =  0. 

n=ao  n=oc  log    n 

V.  Se  existir  um  numero  a,  maior  do  que  a  unidade,  tal  que,  para  todos  os  valores  de  n, 
a  partir  de  um  numero  determinado  p,  o  producto  n''\u„\  seja  menor  do  que  uma  quantidade 
fica  K,  a  serie  é  convergente  (Caucliy,  1.  c). 

Com  effeito,  por  ser 

l^í-K^.  l«P+'l<^^ip^„,etc., 
os  termos  da  serie 

|w.!+|«2|  +  ...+  |w«H-..., 

a  partir  do  termo  de  ordem  p,  são  menores  do  que  os  termos  correspondentes  da  serie  con- 
vergente (n."  20). 


|«.|+...+  |«^.l  +  ^(l  +  ^^-+...). 


Logo  aquella  serie  é  convergente,  e  portanto  é  também  convergente  (th.  II)  a  serie  (1). 
Se  existir  um  numero  a,  egual  ou  inferior  á  unidade,  tal  que,  para  todos  os  valores  de  n. 
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a  partir  de  itm  numero  determinado  p,  os  termos  da  serie   (1)  sejam  positivos  e  o  producto 
n"  i<„  seja  maior  do  que  um  numero  Jixo  K,  a  serie  (1)  é  divergente. 
Com  eflfeito,  temos 

",>^,  «,_.>— ^,etc., 

e  portanto,  a  partir  da  ordem  ^,  os  termos  da  serie  (1)  srio  maiores  do  qus   os   termos  cor- 
respondentes da  serie  divergente 


«,  +  ... +  «.-.-fA'(-  +  ^—rj^+...) 


Logo  a  serie  (1)  é  divergente. 
Assim,  por  exemplo,  a  sei'ie 


1,1,  ,        1 


1+^^-  +  -^  +  - 


3'  '    ò  ^■■'  '  2?z-l   ' 
é  divergente,  por  ser 

n  1.1 


nu„  ■■ 


^"-1       9_^ 


r>T 


VI.   Seja  L  uma  quantidade  positiva  e 

«1,  a-2,   . .  .,  <7„,   .  .  . 
um  grupo  composto  de  um  numei-o  injinito  de  numeros  positivos.  Se  a  desegualdade 


\Un 


a..  1 r  —  «11+1  >  L 

I  «'.+1 1 

for  satisfeita  j)elos  valores  de  n  superiores  a  um  numero  p,  a  serie  é  convergente. 
Temos,  por  hypothese, 

I  «p+i  l<ir  [*'í'  I  «p  I  -  «P+«  i  "P+Í I  ]• 


I  "p+2  I  <  7-  [«p+l  I  «p+l  I  ~  «P+2  I  "p+2  I  ]> 
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e  portanto 

I  'V  +  l  I  +  •  •  •  +  I  "fP»i  I  <  j-  ["p  I  "í  I  —  «í+»'  1  "í'  ;-'"  I  ]  <    ^T    ^  ' 

por  maior  que  seja  m.  Logo 

|«l|+|«í2|+.   .    .+  1?',.  |<|W1   1+..   .+  |«;,|  +   -— ^• 

Quando  «  tende  para  oo,  o  primeiro  membro  desta  desegualdade  augmenta  sempre,  sem 
todavia  poder  exceder  o  valor  determinado  do  segundo  membro,  e  portanto  tende  para  um 
limite.  Logo  a  serie 

|"l|  +  |«2|+.  .  .+  |W„|+..  . 

é  convergente,  assim  como  (n."  22-11)  a  serie  (1). 

D'este  theorema,  devido  a  Kummer('),  tira-se  como  coroliario,  pondo  0,^  =  11,  o  theorema 
seguinte,  devido  a  Raabe  (-): 

Se  a  destgualdade 

«(tH-i)>i+l 

\ I «n+l I  / 

for  satisfeita  jior  todos  os  valores  de  n  superiores  a  um  numero  j),  a  serie  (1)  é  convergente. 
VII.  Sejam  wi,  íís,  etc.  quantidades  positivas  e 

«1  — «á  +  "3  — «4+  .  .  . 

uina  serie  cujos  termos  são  cãternadamente  jwsitivos  e  negativos.  Se  íí„  decresce  constaiitemente 
e  tende  para  zero,  quando  n  cresce  indefinidamente,  esta  serie  é  convergente. 

Com  eíFeito,  por  ser  cada  termo  da  serie  considerada  maior  do  que  o  seguinte,  a  diffe- 
rença 

«M+p  —  S»  =  ±  [Wn+1  —  «n-i-a  +  "n+3  —  ««  +  4  +  •  •  •  ] 

tem  o  signal  do  primeiro  termo.  Mas  esta  differença  pôde  ser  escripta  do  modo  seguinte: 

±[w,i+l  — («,i-f-2  — ítn+3)  — (",1+4  — «ri+5)  — •  •  -J, 

e  vê-se  então  que  o  seu  valor  absoluto  é  menor  do  que  h„_|  j,    pois   que  esta  expressão   deve 


(')  Jornal  de  Crelle.,  t.  xiii,  1835. 

(2j  Ztitschrift  fur  Malhematik,  t.  x,  1832. 
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ter  o  signal  do  primeiro  termo.  Temos  puis 

(A)  |««+;,  — S„|<  !<„-(- 1. 

Por  outra  parte,  a  cada  valor   da  quantidade  positiva  5  corresponde,    por  hypothese,  um 
numero  íii  tal  que  é  «„-)-i<5,  quando  n>ni. 
Logo  a  desegualdade 


é  satisfeita  pelos  valores  de  n  superiores  a  ni,  e  a  serie  considerada  é  portanto  (21-2.")  con- 
sente. 
Por  exemplo,  a  serie 


vergente 


l-l-rl-i-rl 
2        3        4        5 


é  convergente. 


Xota.  —  Fazendo  na  formula  (A)  tender  j^  para  o  infinito  e  notando  que  f„-p  tende  para 
a  somma  s  da  serie  considerada,  é  facii  de  ver  que  o  erro  que  se  commette,  quando  se  toma 
para  valor  approximado  de  s  a  somma  dos  n  primeiros  termos  da  serie,  é  menor  do  que  o 
primeiro  termo  desprezado  (•), 

23.  /Series  de  termos  imaginários.  —  Consideremos  agora  as  series  compostas  de  termos 
imaginários : 

(«1  -r  iyò  +  (xi  +  iyi)  +  .  ■  ■-r(Xm-\-ii/m)  +•  ■  • 


(4)  S  («■„,+ i^,„)=  1  í<,„. 

Se  as  series 
(ô)  -  a-,,,,     1  ym 

são  convergentes,  a  serie  (4)  diz-se  convergente.  Neste  caso  a  somma  «„  dos  seus  n  primeiros 
termos,  isto  é  a  somma 

n  >i  II 

01=1  m=l  ni=l 

tende  para  um  limite  determinado,  que  se  chama  somma  da  serie  (4). 


(')  Outros  critérios  para  reconhecer  a  convergência  das  series  foram  dados  por  Gauss  (llVríe,  t.  iii, 
pag.  139),  Morgan  (Dif.  Cal.,  London,  1836),  Bertrand  {Journal  de  Lioiíville,  t.  vii,  pag.  37),  etc. 
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A  respeito  de  convergência  das  series  de  termos  imaginários  vamos  demonstrar  os  theo- 
reraas  seguintes : 

Theorema  1 ."  —  È  coíidição  necessária  e  sufficiente  para  que  a  serie  (4)  s^a  convergente, 

que  a  cada  valor  dado   á  quantidade  positiva   S,  por  mais  pequeno  que  seja,  corresponda  um 
miniero  m,  tal  que  a  desegualdade 


I  n+p  _  n+p 


<3 


seja  satisfeita  pelos  valores  de  n  superiores  a  ??),  qualquer  que  seja  p. 

Esta  proposição  é  uma  consequência  immediata  do  theorema  II  do  n.°  19. 

Theorema  2."  —  Para  que  a  serie  (4)  seja  convergente,  hasta  que  a  serie  formada  pelos 
módulos  dos  seus  termos  o  seja. 
Com  eíFeito,  das  desegualdades 


^  -    |<  ^x^„  +  y\ ,      I  y,„  I  <  ^x\,  +  tjK 


I  -^m  I 


deduz-se  (n.°  22-1)  que,  quando  a  serie 


(6)  S  \/x\  +  y\ 


1 


é  convergente,  também  são  convergentes  as  series 


(7)  S  «,„  ,     ^\7j,„. 

11' 

Logo  as  series  (5)  são  (n."  22-11)  convergentes,  assim  como  a  serie  (4). 

O  theorema  reciproco  do  precedente  não  é  sempre  verdadeiro,  isto  é,  pôde  ser  conver- 
gente a  serie  (4)  e  não  o  ser  a  serie  correspondente  dos  módulos.  Ha  porém  ura  caso  impor- 
tante em  que  esta  proposição  reciproca  é  verdadeira,  que  é  quando  as  series  (7)  são  conver- 
gentes. Com  effeito,  temos 


Vx\  +  y\t  <  I  x,„  I  +  ]  y,n !, 


e  portanto 


1  1  1 
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Quando  n  augmenta  indefinidamente,  o  segundo  membro  desta  desegualdade  tende,  por 
hypothése,  para  um  limite,  e  o  primeiro  membro  augmenta  constantemente,  sem  poder  exceder 
este  limite.  Logo  tende  também  para  um  limite,  e  a  serie  (6)  é  portanto  convergente. 

24.  Seríes  absolutamente  convergentes.  —  As  series  formadas  de  termos  cujos  módulos 
formam  uma  serie  convergente,  ehamam-se  sei-ies  absolutamente  convergentes.  A  respeito  d'estas 
series  vamos  demonstrar  o  seguinte  theorema  importante,  devido  a  Dirichlet. 

Theouiíma  3."  —  A  somma  de  uma  serie  absolutamente  convergente  não  se  altera  quando  se 
muda  a  ordem  dos  seus  termos. 

Seja  Su  a  somma  dos  n  primeiros  termos  da  serie  dada,  s  a  somma  desta  serie  e  s^  a 
somma  dos  p  primeiros  termos  da  nova  serie,  que  resulta  de  mudar  a  ordem  dos  termos  da 
primeira.  Suppondo  que  se  dá  a  />  um  valor  sufEcientemente  grande  para  que  *p  contenha 
todos  os  termos  de  s„,  e  chamando  tia,  í'^,  etc.  os  termos  que  aquella  somma  contém  a  mais, 
vem 

s'p  =  s„  +  u^^ny\-  .  .  .-^Up] 
e  portanto,  attendendo  ao  theorema  1."  do  n."  11, 

|s,-s|^l«n-sl  +  |«„|  +  |«8l+---+l"íl 

<  I  Sn  —  S  I  -f  I  Mn+l  i  +«11+2  |  +  •  •  •  +  |  «^  |  • 


Por  ser  convergente  a  serie  E  ]«„',   o   segundo  membro  desta  desegualdade  tende  para 

i 
zero  quando  n  tende  para  o  infinito ;  logo  s'p  tende  para  o  limite  s,  quando  j)  tende  para  o  in- 
finito. 

No  que  precede  suppozemos  que  cada  termo  occupa,  depois  de  feita  a  mudança  da  ordem 
dos  termos  da  serie,  um  logar  tal  que  a  differença  entre  os  números  que  indicam  a  sua  ordem 
antes  e  depois  da  mudança  seja  finita.  Supponhamos  agora  que  se  agrupam  separadamente 
os  termos  da  serie,  em  numero  infinito,  que  satisfazem  a  determinadas  condições,  e  sejam 
s(*l,  s'-',  s'^',.  .  .  as  sommas  das  novas  series  assim  foi-madas.  Dando  a  p  um  valor  sulBciente- 
mente  grande  para  que  s"' -[- «(*' -{- . .  .-fs^í''  contenha  todos  os  termos  de  s„,  temos,  como  no 
caso  anterior,  a  desegualdade 

a  qual  faz  vêr  que  a  somma  s'*'-!-s'2'-j-.  . .  +  «''''  tende  para  o  limite  s,  quando  p  tende  para 
o  infinito. 
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COROLLARIO.  —  Em  qualquer  serie  formada  de  termos  reaes  pôde  alterar-se  a  ordem  das 
parcellas,  sem  mudar  o  valor  da  serie,  se,  dando  a  todos  os  termos  da  serie  o  signal  -—,  residtar 
uma  serie  convergente. 

Nota. — A  respeito  do  theorema  que  precede  faremos  a  seguinte  observação: 
Se  a  serie  proposta  nao  for  absolutamente  convergente,  não  se  pôde  mudar  a  ordem  dos 
seus  termos,  porque  d'esta  mudança  podem  provir  ou  novas  series  convergentes  com  valores 
diíFerentes  da  primeira  ou  series  divergentes.  E  o  que  se  vê  no  exemplo  ('): 

9  9  9  9  9 

^~-       2  +  3        4    '    5        6    '       • 

Com  effeito,  dando  outra  disposição  aos  termos  d'esta  serie,  vem,  repi-esentando  por  v 
um  numero  impar, 


(^-Y)-T+(i-i)-¥"^---+(ir-2^)-i 


2n  +  2 


^       2    '    3        4+---       2  ^- 

Accrescentaremos  ao  que  precede  que  as  series  que  não  são  absolutamente  convergentes 
são  chamadas  por  alguns  auctores  semi-convergentes ;  que  se  pôde  dar,  como  mostrou  Rie- 
mann  {-),  aos  termos  de  qualquer  serie  semi-convergente  uma  ordem  tal  que  a  somma  da 
nova  serie  tome  um  valor  arbitrariamente  dado;  e  finalmente  que  é  sempre  possível,  segundo 
notou  Ed.  Weyr  (^),  reunir  os  termos  d'aquella  serie  em  grupos  que  formem  uma  serie  abso- 
lutamente convergente. 

25.  Operações  sobre  series.  —  Passando  agora  ás  operações  sobre  series,  demonstraremos 
a  este  respeito  os  dous  theoremas  seguintes,  devidos  a  Cauchy  (1.  c.) : 

Theorema  4."  —  Se  as  series 

Ml  -f  "2 +■••+««+-.  •, 
VI-TV-2+.  .  .-{-V„^.  .  . 

forem  convergentes  e  se  as  suas  sommas  forem  s  e  s',  também  a  serie  cujo  termo  geral  é  H„-t-v„ 
será  convergente,  e  a  sua  somma  será  egual  a  s-\-s'. 


(1)  Longchamps ;  Algebre  (Paris,  1889),  pag.  166. 

(2)  Riemann  :  Oeuvres  completes,  (Paris,  pag.  234). 

(5)  Ed.  Weyr:  Denx  remarques  relatives  aux  séries  (Jornal  de  Sciencias  Mathematicas,  t.  viu) 
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Com  effeito,  a  soiiima  dos  n  primeiros  termos  da  nova  serie  é 

n  7i 

—  "ii    I    — '  V„, 
1  I 

e  esta  somma  tende  para  o  limite  s  +  s'. 

Theorema  5."  —  Se  as  series  precedentes  forem  absolutamente  convergentes,  a  serie 

!Ul  VI  +  (lH  V-2  -f-  M2  Vi)  +.  .  . 
+  (mi  «„+  «Í2  V„^i  +.  .  .+  tl„Vi)+.  .  . 

é  convergente  e  a  sua  somma  é  egual  (lO  producto  ss'  das  sommas  das   series  consideradas  ('). 
Como  as  series  propostas  são,  por  liypothese,  absolutamente  convergentes,  as  series 

I  Ml  I  +  I  M-2  I  +  I  ÍÍ3  I  +  •  •  . ,  I  «1  I  +  ]  «i  I  +  I  V3  I  +  •  .  • 

são  convergentes.  Sejam  pois  S  e  S'  as  suas  sommas   e  ff„  a  somma  dos  n  primeiros  termos 
da  serie 

I  «1 1 1  vi  I  +  ( I  Ml  1 1  fa  I  +  I W2 1 1  «d  I ) +. .  • 

+  (ÍM1  I  ll^n  |  +  1m2  I  \Vn_i  |+.  .  .+  |  ií„  |  |t;i  |  )+.  .  . 

Teremos  a  desegualdade 

<5ii  =  I  Ml  I  [  I  Vi  I  +  I  iJa  I  +  • .  •  +  I  v»  I  ] 

+  I  "-2  I  [  !  «1  i  +  I  f2  I  +•  •  .+  i  í^n-l  I  ] 
+ 

<  I  Ml  I  S'  + 1 M2 1  S'  + . . .  -f  I  M„  I  S'  <  SS', 

a  qual  mostra  que  a„  tende  para  um  limite  (n."  14-1.°),  quando  n  tende  para  o  infinito,  e  por- 
tanto que  a  serie  anterior  é  convergente. 

Vê-se  pois  que  a  serie  (A)  é  absolutamente  convergente.  Para  achar  a  sua  somma,  basta 
dispor  os  seus  termos  do  modo  seguinte  (n."  24): 

Ml(vi+V2+V3+.  .  .)  +  M2(vi  4- V2  +  V3+.  .  .)  +  •  •  •, 


(•)  Veja-se  no  tomo  cxxix,  pag.  182,  do  Jornal  de  CrcUe,  uma  extensão  d'este  theorema,  devida  a  Mertens. 
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para  coneluii-  que  esta  soraraa  é  egual  ao  producto 

cujo  valor  é  ss'. 

26.     Series  cujos  termos  dependem  de  uma  variável.  —  Consideremos  ainda  a  serie 

00 

S  Um 
m=í 

e  supponhamos  que  os  seus  valores  dependem  de  uma  variável  z,  egual  a  x-{-ii/,  que  toma  um 
numero  infinito  de  valores,  z',  2",  2'",  etc. 

Se  esta  serie  é  convergente  nos  pontos  z',  z",  etc,  a  cada  valor  da  quantidade  positiva  8 
e  a  cada  valor  de  z  corresponde  um  numero  «i,  tal  que  é  (n."  23-1.") 

I  Sn+p  — S.1  I  =  |Wn+l  +  •  •  •  +  Wn+y,  |  <  §, 

quando  n^ni,  qualquer  que  sejaj). 

Se  a  todos  os  valores  de  z  considerados  corresponde  o  mesmo  valor  de  iii,  diz-se  que  a 
serie  é  uniformemente  convergente  nos  pontos  z',  z",  etc. 

Se  os  valores  de  2  considerados  são  representados  geometricamente  pelos  pontos  de  uma 
linha  ou  de  uma  área  dada,  diz-se  que  a  serie  é  uniformemente  convergente  na  linha  ou  na 
área  dada.  Se  é  ^  =  0  e  os  valores  z',  z",  etc.  representam  todos  os  valores  de  z  desde  um 
numero  A  até  um  numero  B,  diz-se  que  a  serie  é  uniformemente  convergente  no  intervallo  de 
A  a  B. 

Chamando  s  a  somma  da  serie  considerada,  s„  a  somma  dos  n  primeiros  termos  e  R„  a 
somma  dos  restantes,  e  fazendo  tender  na  desegualdade  precedente  p  para  o  infinito,  temos, 
quando  a  serie  é  uniformemente  convergente, 


s  —  s„ 


R«|<s, 


quando  n>n^,  qualquer  que  seja  z. 

Reciprocamente,  se  a  serie  proposta  for  convergente  e  a  cada  valor  de  3  corresponder  um 
numero  ni  tal  que  seja  ]  R„  |  <  3,  quando  n^ni,  qualquer  que  seja  z,  a  serie  é  uniformemente 
convergente.  Com  effeito,  das  desegualdades 

I  R„  I  =  I  s  —  s„  |<  3,     I  R„+;, !  =  I  s  —  s,„+^  I  <3, 

que  têem  logar,  por  hypothese,  quando  ny^n^,  tira-se  a  desegualdade 

I s„+p  —  s„  I  =  I S„+p  —  s  —  ín  +  s |< 23, 
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que  tem  logar  também  quando  n>'ii,  qualquer  que  seja  z,  e  que  mostra  portanto  que  a  serie 
é  uniformemente  convergente. 

I.  TnKOREMA  6.°  —  Se  os  módulos  {oii  os  valores  absolutos)  dos  termos  da  serie  proposta 
forem,  qualquer  que  seja  z,  inferiores  aos  termos  correspondentes  de  uma  serie  convergente,  com- 
posta de  termos  positivos  constantes,  a  serie  proposta  é  uniformemente  convergente. 

Com  effeito,  sendo  si,  sj,  £3, . .  .  os  termos  d'esta  ultima  serie,  temos,  para  todos  os  valores 
de  z  considerados, 

|2<„+)  +  .  .  .  +  2í„+p|<|?(„_|_ii  +  .  .  ■  +  \tl„^p\<Sn-irl  +  ^n+Í  +  -  •  •  +  £>■+,. 

Mas,  por  liypothese,  a  cada  valor  de  o  corresponde  um  numero  )ii,  tal  que  é 

£n+l  +  S„_|_2  -r .  .  .  +  S„j^p  <C  ó, 

quando  «>)?!. 
Logo  é  também 

I  Wfi+l  +  Wn^2  -f  •  •  •  +  «n^p  |< 5, 

quando  íi>;íi,  qualquer  que  seja  z,  e  a  serie  —ii,,,   é  portanto   uniformemente   convergente. 

II.  Para  se  vêr  um  exemplo  de  uma  serie  que,  sendo  convergente,  não  é  todavia  uni- 
formemente convergente,  consideremos  a  expressão 

{l  —  x)x  +  {l-x)x-  +  .  .  .  +  (1— x)a;"'-f.  .  ., 

onde  suppomos  que  x  é  real  e  que  varia  desde  O  até  1.  Neste  intervallo  esta  serie  é  conver- 
gente, mas  não  é  uniformemente  convergente,  porque  a  desegualdade 

\R„\  =  (í—x)x''+^  +  {l—x)x'>^-  +  ...  =  x''-^<:ii 
i 
dá  a;  <  5  "^  <  1 ,  quando  S  <  1 ;  e  portanto  vê-se  que  não  existe  valor  algum  finito  de  n  tal 
que  aquella  desegualdade  seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  x  comprehendidos  entre  O  e  1. 

2".     Consideremos  agora  as  series  ordenadas  segundo  as  potencias  de  uma  variável,  isto 

é  as  series  da  forma 

00 
(8)  í:  c,„z„„     z  =  x+iy, 

m=l 

e  demonstremos  os  seguintes  theoremas,  devidos  a  Abel: 

TheOUEMA  7."  —  Se  existir  uni  7iu mero  positivo  a,  que,  substituído  em  (8)  no  logar  do  mó- 

G 
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dnlo  de  z,  torne  os  módulos  de  todos  os  termos  da  serie  inferiores    a  uma  quantidade  finita  B, 
a  serie  (8)  é  absolutamente  convergente,  quando  J2|<;a. 

Seja  01  um  valor  de  z  de  módulo  menor  do  que  a.    Por  ser,  por  liypotliese,   ]c,„|a"'<B, 
Aemos 


€  portanto  os  termos  da  serie 


|c„,  l|zi|"'<B 


m=i 


Zl 


) 


são  menores  do  que  os  termos  correspondentes  da  progressão 


S  B 


Logo  aquella  serie  é  (n."  22-1  e  11)  absolutamente  convergente. 

NOTá.  —  O  tlieorema  que  vimos  de  considerar  mostra  que  todos  os  valores  de  \z\  podem 
ser  divididos  em  dois  grupos,  separados  por  um  numero  R,  o  primeiro  compostos  dos  valores 
de  [  z  I  para  os  quaes  a  serie  (8)  é  convergente,  e  o  segundo  composto  dos  valores  de  |  z  |  para 
os  quaes  esta  serie  é  divergente.  Os  números  do  primeiro  grupo  são  menores  do  que  R  e  ca 
números  do  segundo  grupo  são  maiores  do  que  R.  Como  os  valores  de  z,  cujo  módulo  é  menor 
do  que  R,  são  representados  (n."  12)  pelos  pontos  do  interior  de  um  circulo  de  raio  R  com 
o  centro  na  origem  das  coordenadas,  vê-se  que  a  serie  (8)  é  convergente  quando  z  representa 
um  ponto  interior  a  este  circulo,  e  divergente  quando  z  representa  um  ponto  exterior.  A 
este  circulo,  cuja  consideração  é  devida  a  Cauchy,  chama-se  circulo  de  convergência  da  serie 

<8)-  _  _  ...... 

O  theorema  precedente  nada  diz  relativamente  á  convergência  ou  divergência  da  serie  (8), 

•quando  z  representa  pontos  collocados  sobre  a  circumferencia  do  circulo  de  convergência. 

Deve-se  observar  que  a  serie  (8)  pôde  ser  convergente  somente  no  ponto  z  =  0,  e 
n"este  caso  o  raio  do  circulo  de  convergência  é  nullo;  e  que  pôde  ser  convergente  qualquer 
que  seja  o  valor  que  se  dê  a  z,  e  n'este  caso  diz-se  que  o  raio  do  circulo  de  convergência  6 
infinito. 

O  estudo  das  series  ordenadas  segando  as  potencias  inteiras  e  positivas  de  z  —  a,  isto  é 
o  estudo  das  series  da  forma 

00 

S   c„,(z-a)''', 
l 

reduz  se,  pondo  z  —  a  =  t,  ao  da  serie  que  vimos  de  considerar.  Neste  caso  existe  ainda  ura 
circulo  de  convergência,  cujo  centro  ó  o  ponto  que  representa  a. 
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Theorejia  8." —  Toda  a  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  uma  variável  z,  que  é  con- 
vergente quando  |  z  j  <^  i?,  é  uniformemente  convergente  pura  todos  os  valores  de  z  que  satisfazem 
á  condição  |z]!Pp,  sendo  p<C-K- 

Seja 


■—    Cni     *        ■  Z    X 


'y 


a  serie  proposta. 

Por  ser  esta  serie  absolutamente  convergente  quando  |  z  j  •<  /?,  a  serie  T  |  Cm  |  p"'  é  conver- 
gente. Temos  porém,  por  liypothese,  j  c,„  1 1  a  |  "'  <  |  c„,  j  p"".  Logo  a  serie  considerada  é,  em  vir- 
tude do  theorema  G.",  uniformemente  convergente  quando  |z|^p. 

For  exemplo,  a  serie 

X*  z" 


é  -convergente,  qualquer  que  seja  z,  visto  que  a  serie 


l  +  IH  +  ^  +  - 


1.2. ..n   ■ 


é  sempre  convergente.  Logo  o  raio  do  circulo  de  convergência  d'aquella  serie  é  infinito,  e  a 
serie  ó  absoluta  e  uniformemente  convergente  em  uma  área  qualquer. 
Como  segundo  exemplo  consideremos  a  serie 

,    «•?      ,    «(a  +  l)?(p-H)  ,,   , 


«(«-f  l)...(a+n-l)^(p  +  l)--    (3  +  »-l)    „^ 
1.2...n-/(T+l)...(T  +  «-l)  '     '• 


6  supponhamos  que  et,  ^,  y  s.ão  constantes. 
A  serie  correspondente  dos  módulos  é 


1  + 


«•P 


l-T 


a(a+l),^(?  +  l)| 


1.2T(T-t-l) 


l-l*  +  - 


a(a4- D... (a  +  n-l),S(P  + !)...(?  +  « -D' 


1.2...«Y(T+lj...(T  +  «--l) 
o  a  razão  de  dois  termos  consecutivos 


iz 


«n+l  I 


(«+n-l)(p-Fn-l) 


«(Y-f»i-l) 


h 

a— 1\   /      ,    ?-l\ 

1  +  '-' 

n 

ll^i 
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tende  para  \z\,  quando  n  augmenta  indefinidamente.  Logo  esta  serie  é  convergente  (n."  22-III) 
quando  j  z  j  <  ] ,  e  divergente  quando  |  z  |  >  1 . 

Logo  o  raio  do  circulo  de  convergência  da  serie  considerada  é  egual  á  unidade,  e  a  serie 
é  absoluta  e  uniformemente  convergente  em  qualquer  área  comprehendida  dentro  d'este 
circulo. 

A  serie  precedente,  que  tem  sido  objecto  de  trabalhos  importantes,  tem  o  nome  de  serie 
hypei-geometrica. 

Nota.  E  conveniente  observar  que,  como  corollario  dos  theoremas  7.°  e  8.°,  se  conclue, 
pondo  y  =  0,  que  os  valores  de  x  para  os  quaes  a  serie  de  termos  reaes  Z  c„,  «"•  é  conver- 
gente, estão  comprehendidos  entre  dois  números  eguaes  e  de  signal  contrario,  —  R  e  R,  e 
que  esta  serie  é  absoluta  e  uniformemente  convergente  em  qualquer  intervallo  (—  o,  p),  tal 
que  seja  o<E. 

28.  Series  duplas.  —  Dá  se  o  nome  de  series  duplas  ás  sommas  Zíí,,''"'  cujos  termos  se 
formam  dando  em  w„''"t  a  m  e  n  uma  infinidade  de  valores  inteiros,  positivos   ou  negativos. 

Se  dispozermos  estes  termos  uns  adiante  dos  outros,  segundo  «ma  ordem  tal  que  não  dê 
iogar  a  omissão  alguma,  obtém  se  uma  serie  simples.  Se  esta  serie  fôr  absolutamente  con- 
vergente, a  serie  dupla  diz  se  também  absolutamente  convergente.  Neste  caso  podemos  mudar 
a  ordem  dos  termos  da  serie  simples  (n."  2-1),  sem  alterar  a  sua  somma;  e,  como  cada  mu- 
dança no  modo  de  disposição  dos  termos  da  serie  dupla,  para  formar  nova  serie  simples,  cor- 
responde a  uma  mudança  no  modo  de  disposição  dos  termos  da  serie  dupla  primeiramente 
formada,  vêse  que  todas  as  series  simples,  a  que  dá  origem  a  serie  dupla,  têem  a  mesma 
somma.  Esta  somma  é,  por  definição,  a  somma  da  serie  dupla  considerada. 

Para  ter  o  exemplo  de  uma  distribuição  dos  termos  da  serie  dupla,  para  formar  uma  serie 
simples,  basta,  quando  jí  e  vi  são  positivos,  ordenar  os  termos  da  serie  dupla  segundo  a 
ordem  crescente  das  sommas  wi-j-n  e,  em  cada  grupo  assim  formado,  segundo  a  ordem 
crescente  de  m;  o  que  dá 

«0'<"  +  («l""  +  Mô"0  +  (H2""  -f  Mi"*  +W0''')  +. . . 

Como  esta  serie  é,  por  bypothese,  absolutamente  convergente,  podemos  dispor  os  seus 
termos  do  modo  seguinte  (n.°  24j: 


wo""  +  tu'"' 


-LW')4-Mi<i)-!- 


wo ''  —ui 


+  Mo'-'-rui'^' 


ou  do  modo  seguinte: 
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Representando  poi*  s'"',  s"', ...  as  sommas  das  series  que  fuiraam  as  linhas  do  primeiro 
quadro,  por  sq,  si,  sí,  .  .  as  sommas  das  series  que  formam  as  linhas  do  segundo  quadro,  e 
por  S  a  somma  da  serie  dupla,  temos 


S  =  «i  +S2  +  S3-r. . . 

Para  considerar  o  caso  de  m  e  jí  representarem  números  inteiros,    positivos  e  negativos, 
basta  appiicar  o  que  precede  á  serie  dupla 

E  («„(»')  +  •«_„("■)  f  «„(-'")  +  í(_„  (-»0), 

onde  n  e  m  são  positivos. 

Terminaremos  o  que  temos  a  dizer  sobre  as  series  duplas  pelo  seguinte  theorema,  de  que 
se  faz  muitas  vezes  uso(*): 

Se  as  series 

ao  =  I  «o(»t  I  + 1  ?í,(0)  I  +  I  u.2'0)  I  +. . . , 


forem  convergentes,  assiin  como  a  serie 

ao  +  tJi  +  ai  + . .  . , 

a  serie  dujjla  —  u,,''"'  é  absolutamente  convergente. 

Com  effeito,  dispondo  os  termos  da  serie  E|m„'"')|  de  modo  a  formar  uma  serie  simples, 
a  somma  dos  t  primeiros  termos  d'esta  serie  cresce  constantemente  com  í,  sem  poder  exceder 
a  somma  da  serie  —  a„.  Logo  aquella  somma  tende  para  um  limite,  quando  t  tende  para  o 
infinito,  e  a  serie  simples  assim  formada  6  absolutamente  convergente;  a  serie  T  íí,/'"'  é  por- 
tanto também  absolutamente  converírente. 


(')  Cauchy  :   Cotirs  d'Analyse;  Nota  7.' 
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VI 
Productos  infinitos 

20.     Consideremos  agora  as  expressões  da  forma 
(1)  (l+«í)  (1+aa)...  (1+a,,,)..., 

em  que  o  numero  de  factores  é  infinito,  que,  empregando  o  signal  II  para  representar  pro- 
ductos, podemos  escrever  do  modo  seguinte: 

íl    (l  +  a,„). 

A  cada  expressão  da  forma  precedente  chama-se  um  producto  infinito;  e  diz-se  que  este 
producto  é  convergente,  se  o  producto 

II    (l+a„.) 

m=l 

dos  n  primeiros  factores  tende  para  um  limite  determinado,  quando  n  tende  para  o  infinito. 
Este  limite  é  o  valor  do  producto  inlinito('). 

I.  Antes  de  procurar  as  condições  de  convergência  do  producto  (1),  vamos  demonstrar  o 
seguinte  leuinia,  de  que  teremos  de  fazer  uso: 

A  média  geométrica  dos  números  A,  B,  C,  etc.  é  sempre  menor  do  que  a  média  arithiuetica 
dos  mesmos  nuvieros. 

Esta  proposição  é  devida  a  Caucliy  e  foi  demonstrada  por  este  eminente  geometra  do 
modo  que  vamos  expor  (-}. 


(')  Os  pi'oductos  infinitos  foram  considerados  pela  primeira  vez  por  Wallis,  que  os  empregou  na  sua 
Arithmetica  infinilorum  para  o  calculo  da  ílrea  do  circulo,  c  depois  por  Euler,  na  sua  admirável  Jniroduciio 
iii  Analtjsin  infinilorum,  publicada  em  17i8,  o  qual  exprimiu  por  este  algoritlimo  o  seno,  o  coseno,  etc.  Foram 
em  seguida  usados  por  Jacobi,  Heine,  Wcierstrass,  etc,  como  se  verá  cm  diversos  logares  desta  obra.  As 
coodições  para  se  empregarem  no  calculo  foram  estudadas  por  Kummer  {Jornal  de  Crelle,  t.  xiii),  Caucby 
{Cours  d'Analyse,  Nota  0.»),  Weierstrass  (Jornal  de  Crelle^  li),  etc. 

(')  Caucby :  Cours  d'Analyse,  Nota  2.' 
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Seja  n  o  numero  das  lettras  A^  B^  C,  etc.  Queremos  provar  que  é  sempre 

rÃBc'.T:<Ai±±£i^, 

n 

ou  que  é 


A  +  B  +  C...\" 


ABC...< 


Ora,  em  primeiro  logar,  temos  evidentemente,  quando  6  )i  =  2, 


2   /     V   2   ;  ^  \   2   /  ' 

d'onde  se  conclue,  pondo  successivamente  n  =  4,  ?í  =  8,   .  .  .,  n  =  2"', 

ABC  D<  (A+BV  (C+_D)<^  (^-Ç±5)', 


ABCDEFGH< 


< 


A  +  B  +  C  +  D/  /E  +  F  +  G+H\* 


4         y    V  4 

A+B+C+D+E+F+G+H 


ABCD...< 


A  +  B  +  C  +  - 

9"! 


9m 


Em  segundo  logar,    se   n  não   é  um  termo    da  progressão  geométrica   2,  4,  8,  16,   etc, 
designe-se  por  2'"  um  termo  d'esta  progress.ào,  superior  a  »?,  ponha-se 


K: 


A  +  B  +  C  +  ... 


e  egualem-se    a   K  as  2'"  —  n   ultimas  quantidades  que  entram  nos  dois  membros  d'esta  des- 
eguaidade.  Teremos 

2™ 


9'"  —  n 

ABCC.K^       "< 


A  +  B  +  C  +  ...+  (2'«-ri)K- 


Ora 


OU,  substituindo  K  peio  seu  vaioi-, 

ABCD...< 
que  é  o  que  se  queria  demonstrar. 


A  +  B  +  C  +  . 
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II.  Posto  isto,  vamos  procurar  as  condições  de  convergência  do  producto  (1),  suppondo 
primeiramente  que  as  quantidades  «i,  a-2,  03,  etc.  são  reaes  e  positivas. 

Vimos  de  vêr  que  a  média  arithmetica  de  p  quantidades  positivas  é  maior  do  que  a  sua 
média  geométrica;  portanto,  sendo  q  d'estas  quantidades  eguaes  a  A  e  as  restantes  eguaes  a 
B,  temos 


Pondo  n'esta  desegualdade 


vem 


ou,  pondo  [5=1, 


V 


A  =  l  +  B^,     B  =  l, 
1 


(l  +  p)?>(l  +  ,3|-)', 


2^>(1  +  -^'' 


Temos  pois,  pondo  y^— >1, 


2'^>l  +  T>l+-ij 


Se  fôr  O  <  Y  <  1)  a  fórmula  precedente  dá,  mudando  ",'  em  1  +  Yj 
e  portanto  temos  também  n'este  caso 


2-'>1  +  1t. 


Em  virtude  d'esta  desegualdade  virá,  pondo  7  =  2a,„, 

(A)  l+o„.<2-''"' 

e  portanto 

II  (l+a„,)<II2-"'"=2-^"'      s„  =  ^a„ 

Hi  =  l  i  1 
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Se  a  serie  —a„,  é  convergente,  a  sua  somma  o  inferior   a  lun  numero  racional  a,  e  temos 

"  2a 

ll(l+a„)<2      ; 

m=l 
n 

portanto  II  (1  -\-a„,)  tende  jinra  um  limite  determinado,  quando  n  augmenta  (n."  14-1.°)  inde- 
finidamente. 

A  demonstração  que  precede  só  tem  iogar  quando  todas  as  quantidades  «i,  a-2,  etc.  sào 
racionaes.  A  conclusão  porém,  a  que  se  chegou,  tem  ainda  logar  quando  todas  ou  algumas 
d'estas  quantidades  sào  irracionaes.  Com  etiVito,  representando  por  èi,  b-2,  etc.  números  ra- 
cionaes respectivamente  inferiores  a  «i,  «-j,  etc.  e  tão  ))roximos  d'estes  números  quanto  se 
queira,  temos 

n  = 

E  b„,  <   S  a„,  <  a, 

e  portanto 

II(l  +  i„.)<2    *       <2-". 

Quando  Ji,  62,  etc.  tendem  para  ai,  a-2,  etc,  e  n  augmenta  indefinidamente,  o  primeiro 
membro  d'esta  desegualdade  augmenta  constantemente;  logo  tende  (n."  14-1.°)  para  um 
limite. 

Reciprocamente,  a  desegualdade 

n  II  n 

Il(l+«m;  =  l+-    «„+...>    -    rt,„ 
ni^l  m^l  m=l 

n 

mostra  que,  se  íl  a,„  tende  para  cc,  quando  n  augmenta  indefinidamente,  também  o  producto 
«  < 

II  (l+a,„)  tende  para  00. 
1 

Temos  pois  o  seguinte : 

TíiEOUiiMÀ.  K  condirão  necessária  e  svjfficiente  para  que  o  producto  (1)  seja  convergente 
que  a  serie  Sa„,  o  seja. 

30.  Podemos  ligar  com  a  doutrina  precedente  a  das  potencias  de  grau  infinito.  A  este 
respeito  vamos  considerar  a  expressão 

1  \" 
1+-    ^ 
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que  tem  grande  importância  no  Calado  Differencial,  para  procurar  o  limite  para  que  tende, 
quando  n  tende  para  o  infinito.  Supporemos  que  o  numero  n  é  inteiro  e  positivo,  reservando 
para  mais  tarde  o  caso  de  n  representar  uni  numero  qualquer. 
A  desegualdade 

ou 

(1  +  P/(>1+15y 

dá,  ijondo  S  =  — p— ,  y  = e  elevando  A  potencia  n  os  seus  dois  membros, 

^  n  -f-  \  n 

/       1  \ " 

Logo  a  expressão   (  1 -| 1    augmenta  indefinidamente  com  n. 

Por  outra  parte,  temos,  pondo  «,„  =  —  na  desegualdade  (A), 


11 


e  portanto 


3  \'' 

n  I 


A  desegualdade  (B)  mostra  que  a  expressão  considerada  augmenta  indefinidamente  com 
)i,  e  esta  ultima  desegualdade  mostra  que  nâo  p(')de  exceder  o  numero  4;  logo  tende  para  um 
limite  determinado,  quando  n  tende  para  o  infinito.  Este  limite,  que  se  designa  habitualmente 
pela  lettra  c,  tem  uma  grande  importância  na  theoria  dos  logarithmos,  como  adiante  se  verá. 

31.     Consideremos  agora  o  producto 

n(i +«„,), 

m:=l 

onde  íí|,  í'2,  etc.  representam  quantidades  reaes  ou  imaginarias. 

O  tlieorema  demonstrado  na  Álgebra  elementar,  relativo   á  multiplicação    de  binómios,  dá 


II  (1  +  u,„)  =  1  +  S;  u,„  +  .  .  .  +  itiui.  .. it,„ 


e  do  mesmo  modo 
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II  (l  +  a,„)=  1  +  -(•/,„+.  ..  +  ai  oj.  ..a„, 


chamando  «i,  aa,  eto.  os  módulos  de  ?<i,  «i,  etc. 

Siippondo  agora  que  o  iiroducto  II  (l  +  a,„)   é   convergente,  a  cada  valor  da  quantidade 
positiva  í  corresponde  um  numero  vi,  tal  (jue  in."  14) 

"ll   ( 1  +  «,„)  -11(1+  a,„)  =  S'  Oj  «i .  .  .  <  í , 
íii=i  í/(=i 

quando  n'^ni,  qualquer  que  seja^. 
Mas  temos 


e  (n.°  ll-I) 
Logo 


II   (1+",,,)-   II    (14»,,,)  =  -    ";  «/.••■• 
=i  1,1=1 


-   ?0    "A-  •  •!<-'   «/   "A- 


"n  (i+w„,)-ii  (i+M„.) 


<5, 


quando  «>"i,  e  o  producto  II  (l  +  w„,)  é  portanto  (n."  19-11)  convergente. 
Podemos  pois  enunciar  o  principio  seguinte: 

00  X 

Se  o  producto  II  (l  +  «m)  é  comergend ,  tamlem  é  convergente  o  ijrodiicto  II  (1  +  !(„,). 

I  1 

Por  exemplo,  o  producto 

„,=,,  \         1.2...W/' 
onde  z  —  x-\-iy,  é  convergente,  visto  ser  convergente  a  serie  (n."  22-III) 


,„=1  ,,,=1    1  .2.   .  .'/7Í 

Logo  também  é  convergente  o  producto 


■ri(i+^-^^ — ). 

,„=i\        1.2...»i/ 
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I.  No  caso  de  str  convergente  e  producto  II  (1  -f  a„,),  o  producto  II  (1  +Wm)  diz-se  abso- 
liifiimenfe  convergente.  NVste  caso  pôde  mudar-se  a  ordem  dos  seua  factores,  sem  alterar  o  seu 
valor.  Com  efFeito,  representando  por  P„  o  produeto  dos  n  primeiros  factores  do  producto 
infinito  dado,  por  P  o  valor  d'este  producto  e  por  Pj  o  producto  dos  s  primeiros  factores  do 
producto  infinito  que  resulta  da  mudança  da  ordem  dos  factores  do  primeiro,  e  dando  a  s  um 
valor  sufficientemente  grande  para  que  Pi  contenha  lodos  os  factores  de  P„,  temos 


e  portanto 


o  que  cia 


p;=p„a+wj(i+«o)..., 

I  p;  -p„  I  =  I  p„  i  I  (1 +«j  (1  +«p). . .- 1  i  =  I  p„i !  sw,«^. 

^|P„!Sa,ap...=  iP„i[(l+aJ(l+«p)...-l]; 
I  P;-P„  I  ^1  P„  I  [(1+an+i)  (H-«„+2).  .  •  -  1]. 


Mas,  por  ser  convergente  o  pi'uducto  11  (l+a„,),  o  producto  infinito  que  entra  no  segundo 

membro  d'esta  egualdade  tende  para  a  unidade,  quando  n  tende  para  o  infinito.  Logo  Pj  tende 
para  P,  quando  s  tende  para  o  infinito. 

Se  o  producto  infinito  considerado  se  decompozer  n'outros,  cujos  valores  sejam  P''*,  P'^', 
Pl^',  . .  .,  basta  substituir  no  calculo  anterior  Pi  por  PC +  Pí-' -1-. .  .+  PW  para  ver  que  esta 
ultima  quantidade  tende  para  P,  quando  s  tende  para  o  infinito. 

11.     Dá-se  o  nome  de  jjroductos  infinitos  duplos  aos  productos  da  forma 

ii(i+«rj, 

cujos  fiictores  se  funnani  dando  em  1  +?/,','"*  ame  n  uma  infinidade  de  valores  inteiros,  posi- 
tivos ou  negativos. 

Se  dispozermos  estes  factores  uns  adiante  dos  outros  segundo  uma  ordem  tal  que  não  dê 
logar  a  omissão  alguma,  obtem-se  um  producto  infinito  simples.  Se  este  producto  for  absolu- 
tamente convergente,  o  producto  infinito  duplo  diz-se  absolutamente  convergente.  N'este  caso 
o  valor  do  producto  infinito  simples  é  sempre  o  mesmo,  qualquer  que  seja  a  ordem  pela  qual 
se  disponham  os  factores  do  producto  duplo,  para  formar  o  producto  simples,  e  é  este  valor 
que  representa,  por  definição,  o  valor  do  producto  duplo  considerado. 
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VII 


Fracçõos  continuas 


33.     As   fracções  continuas  numéricas   são   conhecidas   desde   os   Elementofs   de  Álgebra,       ' 
onda  se  viu  a  grande  importância  que  têem   em  muitas  questões  relativas    aos   números.    Os 
prineipaes  resultados  lá  achados  têem  logar  no  caso  em  que,  na  fracção  continua 

/,^  «1  «2  as 

6i  +  Ml  62  +  «2  63  +  !Í3 

ai,  «2,  etc,  ii,  bi,    etc.   representam  polynomios  ordenados   segundo  as  potencias  inteiras  e 
positivas  de  uma  variável  x  (*). 

I.  Formando  as  reduzidas  successivas,    como  no  caso  das  fracções   continuas   numéricas, 
acham-se  os  resultados: 

r,       Ni       m 
Dl       61 

N2  ai  li 


Da  bl  b-2  +«2 


D„       D„_i  6„  +  D„_2  «„ '  ■  ■  ■ 

Se  o  numero  das  quantidades  iii,  n-2,  etc.   é  infinito  e  C„  tende  para  um  limite,  quando  ?í 
tende  para  infinito,  a  fracção  continua  diz-se  convergente. 


(')  ()s  ijrimeiros  resultados  relativos  átheoria  das  funcções  continuas  foram  achados  porCataldi,  Broun- 
ker,  Wallis,  Huygens,  etc;  mas  o  principal  fundador  d'csta  theoria  foi  Euler,  que  lhe  consagrou  diversas 
memorias,  publicadas  nos  tomos  ix  e  xi  dos  Commcnfarii  e  nos  tomos  ix  e  xi  dos  Novi  Commentarii  da  Aca- 
demia das  Sciencias  de  S.  Petersburgn,  e  um  capitulo  da  sua  Introductio  in  Analysin  {nfinitorum.  Depois 
occupariím-se  das  suas  propriedades  ou  das  suas  applicaçòes  Lambert,  Lagrange,  Gauss,  mais  tarde  Stern, 
que  lhes  consagrou  um  trabalho  extenso,  publicado  nos  tomos  x  e  xi  do  Jornal  de  CrelU,  e,  nos  últimos  tem- 
pos, TcliebicheíV,  Stieltjcs,  Padé,  etc. 
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II.  As  três  reduzidas  consecutivas: 


D„_2      D„^i     D„       D„_i  6„  +  D„_2  «n 
dão,  por  subtracção, 

a„  (N„_i  D„_.  —  D„_(  N„_2) 


^11—1  —  '-^ii  - 


C,|_2  —  *-■»!—' 


N„_l  D„-2  —  Dn-l  N„_2 

D„_,  D„_2 


e    portanto    o    numerador    da    differença    C„_i  —  C„    é    egual    ao    numerador    da    differença 
C„_2  — C„_i,  multiplicado  por  —  «„;  mas  as  primeiras  reduzidas  dão 


logo  temos 


p       p         <ti  a-2    ■ 


ai  «3 .  .  .  a„ 

C„_,  -  C„  =  (- 1  j" ' 


e  portanto 


D„_i  D„ 


N„_i  D„  — N„  D„_i  =  (—  1;"  «1  «2  «3  .  •  •  tf„. 


III.  Este   resultado    permitte   transformar   a  fracção   continua  n'uma  serie.  Com  effeito, 
temos  evidentemente 

W  =  C|-(Cí-C2)-(C2-C3)-..., 

d'onde  se  segue 

«1         ai  ao     ,   n\  «203 
w  =  1 ,^    T^    + 


61       Dl  Dí    '    Dá  D3      ■  ■  ■ 

O  valor  que  se  obtém  sommando  n  termos  d 'esta  serie  é  egual  á  reduzida  de  ordem  n  da 
fracção  continua.  Logo,  para  que  a  fracção  continua  seja  convergente,  é  necessário  e  basta 
que  esta  serie  o  seja  ('). 


(')  Pôde  ver-se  outro  critério  paia  reconhecer  a  convergência  das  fracções  continuas  em  um  trabalho  de 
Stern  publicado  no  tomo  xxxvii  do  Jornal  de  Crelle. 
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IV.   Entre  as  fracções  continuas  contidas  na  fornia  geral  (1)  ha  um  grupo  mais  importante 

na  Anahjue,  o  qual  corresponde  a  ai  =  «o  =  03  = .  .  .  =  1 . 

A  respeito  d'estas  fracções  continuas  enunciaremos  os  princípios  seguintes: 

N„ 
1.°  A  fracato  algébrica  ~^  é  irrediictivel. 

Este  principio  é  consequência  da  fórmula 

N„_iD„-N,.D„_,  =  (-!)«. 

2."  O  denominador  da  reduzida  de  ordem  n  é  um  polynomio  ordenado  segundo  as  potencias 
inteiras  e  positivas  de  x,  cujo  grau  é  egual  á  somma  dos  graus  de  bi,  Jj.   . .  .,  b„. 

Este  principiíi  é  uma  consequência  da  lei  de  formação  dos  denominadores  das  reduzidas 
(n.o  32-1). 

3."  Se  as  quantidades  bi,  6-2,  .  .  .  são  todas  positivas,  D„  tende  para  cc,  quando  n  augmenta 
indefinidamente,  e  a  serie  precedentemente  escripta  é  convergente,  assim  como  a  fracção  con- 
tinua considerada. 

4."  Se  íí„  tende  para  um  limite,  quando  x  tende  para  o  infinito,  a  diferença  entre  o  valor 
de  u  e  o  da  reduzida  C„_i  é  da  forma 

(2)  n-C„_,  =  -\(A  +  s), 

onde  k  f'  a  somma  dos  graus  dos  piolynomios  D„_i  e  D„,  A  ttma  constante  determinada  e  z  uma 
quantidade  que  tende  para  zero,  quando  x  tende  para  o  infinito. 

Antes  de  demonstrar  esta  proposição,  demonstremos  o  lemma  seguinte: 

A  fracção 

•    _  Aa;''  +  Ba^  +  ... 


cujo  numerador   e   denominador   estão   ordenados   segundo    as  potencias   decrescentes  de  x, 

A 
L' 


A 
tende  para  zero,  se  é  a<^l,  tende  para  t-,  se   è  a  =  l,  e  tende  para  o  infinito,    se   é  a^l, 


quando  x  tende  para  o  infinito. 
Com  effeito,  se  é  a  =  í,  temos 


A  +  Ba;*-''  + 
lim  ?/  =  lim  -. 


se  é  «  >  í,  temos 


L  +  Mx'"-"-}-  . 


A  +  Bx>'-''+... 

lim  y=  lim  v  — r     -r^-r ; 

^  La;'-''  +  Ma-"'-''+. .. 
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se  é  rt  •<  l,  temos 

,.     Aa;''-'  +  Ba;»-'  +  ...       „ 
hm  II  =  hm  — f — ^tt^ 7— =  U. 

Posto  isto,  a  egiialdade 


n  \       '■I    T^    Ti       .        \      '■J    ■ 


dá,  quando  se  muda  5„  em  J„+Wn? 

2!'í3L  _,,  =  (-—  1 V ^^ =  (—  lY ^ 

D«-i  ^       ^  D„_,  (D„.,&„  +  D„_,  «„  +  D„_2j      ^       ^  D„_,  (D„+D„_4M„) 

Temos  pois  a  egiialdade 

C«-C„_Oa.'^=(-lr+*  "^ 


da  qual  se  deduz,  dividindo  os  dois  termos  da  fracção  que  entra  no  segundo  membro  por  íc*, 

fazendo  tender  x  para  o  infinito  e  attendendo  a  que  — ^~ ^  tende  para  um  limite  determi- 

D-  ^'' 

nado  e  — -r-—  tende  para  zero,  uma  egualdade  da  forma 

lim  aj^' (ít  —  C„_i)  =  A, 

da  qual  se  tira  o  theorema  enunciado. 

N 
Õ.°  Se  ---    rejjresentar   uma  fracção    irreãuctivel,    cujo   numerador  e    denominadur  sejam 

polynomios  ordenados  segundo  as  jjotencias  inteiras  1;  positivas  de  x  e  cujo  denominador  seja 
do  grau  a^  e  se  existir  um  numero  w.,  maior  do  que  2a,  tal  que  seja 

(3)  «-J=i,(B  +  3'), 

é 

£  sendo  uma  quantidade  constante   e   s'  uma  quantidade  que  tenda  para  zero,  quando  x  tende 

^    N    , 
para  o  injinito,  a  fracção  =-  é  egual   á  reduzida  C„_i   da  fracção    continua  u,    no  caso  de  u„ 

tender  para  um  limite,  qua7ido  x  tende  para  o  infinito. 

Sejam  a„_i  e  a„  os  graus  dos  denominadores  D„_i  e  D„  de  duas  reduzidas  consecutivas 
da  fracção  continua  considerada,  taes  que  a„_i  ;p  a  e  a„>a,  e  ponha-se  a  +  a„_i  =  s. 
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As  egualdades  (2)  e  (3)  dão 

'N       N„_,\      x^ 


(è-fe)=5(-+'>-^(B+.,, 


e  portanto,  fazendo  tender  x  para  o  infinito  e  notando  que   é  s<k^  s  <^2a<^m, 

a;»(ND«_i-DN„_0 

•'" dd;^. ='• 

Temos  pois 

ND„_i-DN„_,=0, 

porque,    se   esta   eguaklade   nào  tivesse  loíçai',    o  grau    du  numerador   da  fracçào  precedente 
seria  egual  ou  superior  ao  grau  do  denominador,  e  o  limite  da  fracção  não  podia  ser  egual  a 
zero,  era  virtude  do  leniraa  anteriormente  demonstrado. 
Logo 

5 


que  é  o  que  se  queria  demonstrar. 

33.     A  theoria  das  fracyões  continuas  algébricas  tem  a  sua  principal  applicaçào  no  pro- 
blema que  consiste  em  procurar,  sendo  dada  a  serie  convergente 

M  =  AoH h-^  +  ...  +  "r+---, 

X        X-  x"- 

onde  Ao  representa  um  polynomio  ordenado   segundo   as  potencias  inteiras  e  positivas  de  x, 
uma  serie  de  fracções  irreductiveis 

N,     N2  N„_, 


D,     D-2'  ■■■'   D„_,  '  •    ■ 

taes  que,  sendo  a  o  grau  de  D„,_i,  seja 

representando  por  A  uma  constante,  por  /.;  um  numero  inteiro  maior  do  que  2cí  e  por  £  uma 
variável  que  tende  para  zero,  quando  x  ti-nde  para  o  infinito.  Para  resolver  esta  questão, 
vamos  primeiramente  desenvolver  u  em  fracySo  continua. 

I 
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Pondo,  para  isso, 

A       .      1 


■ i 5T^     •  •  ■ 

X  X- 

-e  suppondo  que   c,   é  o  primeiro   dos  coefficientes   ci,  c-i,  C3,  ...   que  não   é  nuUo,  teremos, 
-effectuando  a  divisão,  um  resultado  da  forma 

Al                    d{        ãi        ds   , 
v  =  Ai-f-in,  in= i — 5--; õ-r---, 

X  X-  X'' 

onde  A|  representa  um  polynomio  ordenado  segundo  as  potencias  inteiras   e  positivas   de  x, 

do  grau  )". 

Temos  depois 

1  1 


tH=  ,     L-|  = 


Vi  '  ííl     ,      <^á     ,     C?3      , 


X 


€  portanto,  suppondo  que  éT,  é  o  primeiro  dos  coefficientes  ã\,  di,  ...  que  nào  é  nullo,  e 
representando  por  A-i  um  polynomio  ordenado  segundo  as  potencias  inteiras  e  positivas  de  x, 
do  grauj, 

X        x^       x'' 

Continuando  do  mesmo  modo,  obtem-se  o  desenvolvimento  de  u  em  fracção  continua : 

A     ^  1  1  1 

«  =  Ao  +  -í — ; ,  Ml  =  -7 — , 1    •  •  • ,   «A-t  ■- 


Al  5     "l  *  I  1      "    •    •  5      "Ti — 1  4  I 

i  +  ?U  Ai^ii-2  A„-r«„ 

Como  u„  tende  para  zero,  quando  x  tende  para  o  infinito,  e  os  graus  de  D„_i  e  D„  são 
o  primeiro  egual  a  a  e  o  segundo  maior  do  que  a,  as  convergentes  d'esta  fracção  contínua 
satisfazem  (n.°  32-4  ")  á  questão  proposta,  e  são  as  únicas  fracções  (n."  32-5.°)  que  lhe 
satisfazem. 

A  transformação  das  series  em  fracções  continuas  fui  feita  pela  primeira  vez  por  Euler. 
A  que  vimos  de  considerar  tem  applicações  importantes  em  um  trabalho  de  Gauss  sobre  a 
quadratura  approxiraada  das  curvas  e  era  alguns  trabalhos  de  Tchebicheflf,  Laguerre,  Stieltjes, 
etc. 


CAPITULO  II 


r»r-lii<;-iiiio!s  gei^aes  tia  llieoi-ia  das  riiiicçoes. 
Flll^eeõo•^?»  algol>i.-icaí!>,  lo^ax-itli micas,  otc. 


rrincípios  çeraes 


3  I.  Fiincções  cie  variáveis  reaes.  —  Se  duas  quantidades  reaes  variáveis  x  e  y  estão  li- 
gadas de  tal  modo  que  os  valores  da  segunda  dependem  dos  valores  da  primeira,  diz-se  que 
y  é  funcção  de  x.  Assim,  por  exemplo,  a',  sen  a.';,  a;'",  etc.  sào  funcções  de  x.   Para   designar 

que  y  é  funcção  de  x,  emprega-se  qualquei-  das  notações 

y=f\^)^  â'  =  F\a-'),  y=?W.  etc. 

Os  valores  que  tomam  as  funcções  f{x),  F  (x),  etc,  quando  ;l  variável  x  se  dá  o  valor 
determinado  a,  representam-se  por /"(a),  F(a),  etc. 

A  variável  x  cliama-se  variarei  independente  e  á  variável  y  variarei  dependente.  A  variável 
independente  pôde  representar  qualquer  numero  de  collecçâo  geral  dos  números,  ou  qualquer 
numero  de  uma  colleeoâo  especial,  como,  por  exemplo,  da  collecçâo  dos  números  com- 
prehendidos  entre  A  e  B,  etc.  Os  valores  de  y  ticam  determinados  quando  x  é  dado. 

Uma  funcção /(a?)  diz  se  definida  no  in'ervaUo  de  a;  =  a  a  o—b.  quando  a  todo  o  valor 
que  se  dá  a  x,  desde  a  até  b,  corresponde  um  valor  único  da  funcção. 

Uma  funcção  diz-se  definida  na  visiiihança  do  ponto  x  =  a,  quando  existe  um  numero  ^3,  tal 
que  a  funjção  é  definida  no  intervallo  de  x=-a — ji  a  x=a-|-j5. 

Nas  definições  e  enunciados  dos  theoremas  geraes,  relativos  ás  funcções,  supporemossempr» 
que  a  cada  valor  de  x  corresponde  um  só  valor  da  funcção.  Para  depois  se  applicarem  estes 
princípios  ás  funcções  que  tomam  muitos  valores  para  cada  valor  de  x,  é  necessário  prinieira- 
* 
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mente  separar  aquelles  valores  de  modo  a  formar  novas  funcções,  taes  que  a  cada  valor  de  x 
corresponda  um  só  valor  de  cada  uma.  As  novas  funcções  assim  formadas  chamam-se  ramos 
da  primeira. 

Deve- se  observar  que  esta  separação  não  se  faz  de  uma  maneira  arbitraria;  deve  ser  feita 
de  tal  modo  que  as  novas  funcções  tenham  as  qualidades  geraes  que  iremos  attribuindo  ás 
funcções  de  que  nos  occuparnios. 

35.  Principiaremos  o  estudo  geral  das  funcções  demonstrando  o  theorema  seguinte, 
devido  a  Weierstrass: 

Se  os  valores  da  funcção  f{x),  correspondentes  aos  valores  que  toma  x  desde  x  =  a  até 
x^^,  estão  todos  comprehendidos  entre  dois  números  a  eh,  existe  sempre  um  numero  L,  tal 
que  os  valores  de  f{x)  não  podem  ser  superiores  a  íi  e  tal  que,  ou  L  representa  um  vedor  de 
j{x),  ou  entre  L  e  L  —  3  existe  sempre  algum  dos  valores  de  f{x),  por  mais  piequeno  que  seja 
ê;  e  existe  sempre  um  numero  l,  tal  que  os  valores  de  f{x)  não  podem  ser  inferiores  ale  tal 
que,  ou  l  representa  um  valor  de  f{x),  ou  entre  l  e  l-^-t  existe  sempre  algum  dos  valores  de 

Supponhamos  que  é  ò>a  e  dividamos  o  intervallo  entre  a  e  S  em  dois  intervallos  eguaes, 
o  que  dá  os  números 

b  —  a 


e  sejam  «i  o  ultimo  d'estes  três  números  que  f{x)  chega  a  exceder,  quando  x  varia  desde  a 
até  p,  e  ii  o  primeiro  que/(x)  não  pode  exceder.  Temos 


j,  .   ^~"^  /7     j.  h  —  a 

fl,  =  a,  6|=a  +  — -r — <i'>,  bi  —  ai= — ^ — ) 


,                                              h  —  a 
quando  f(x)  nao  pude  exceder  a  ~ — ,  e 


h—a  ,        ,j  h—a 

ai=a-\ — >a,  bi  =  b,  bi  —  ai  =  — ^ — > 


,      , .  ,     ,                      .               b  —  a 
quando  f  [x]  chega  a  exceder   a-\ — 

Dividamos  em  seguida  o  intervallo  entre  aj  e  hi  em  dois  intervallos  eguaes,  o  que  dá  os 
números 

I    ^'  ~ "'     ;, 
ai,  aj-1 s >  01, 
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e  sejam  «2  o  ultimo  d'estes  números  que  f(x)  cheg.a  a  exceder  e  6-2  o  primeiro  que  f(x)  não 
pôde  exceder.  Temos 

—         ,    =,      7  hl  — ai      b—a 

a2>«i,  02<0|,  b±  —  a-2  =  — ~ — ==-—-. 

Continuando  do  mesmo  modo,  obtem-se  ura  grupo  de  números  crescentes 

a,  «1,   o-í,   .  .  .,   a„,    .  .  ., 

que  f{x)  chega  a  exceder,  e  um  grupo  de  números  decrescentes 

ò,  61,  Ò-2,   .  .  .,   è„,    . .  ., 

que  f(x)  não  pude  exceder,  taes  que 

j  h  —  a 

Os  números  «^  «i,  «->,  etc.  tendem  para  um  numero  racional  ou  irracional  L;  e,  como  a 
differença  &„  —  «„  tende  para  zero,  quando  n  tende  para  o  infinito,  segue-se  que  os  números 
b,  bi,  b-2,  etc.  tendem  também  para  o  limite  L.  Como  porém  f(x)  não  pude  exceder  os  nú- 
meros b,  61,  b-2,  etc,  esta  funcção  não  pôde  exceder  L;  e,  como,  por  outra  parte,  temos 

L  — /(a")<  L  —  ««  <  àn  —  (In, 

ou 

L-/(a;)<— ^— , 

ou,  dando  a  n  um  valor  tão  grande  que  seja   —^ — <^5, 

L-/W<5, 

vê-se  que  f(x)  chega  a  exceder  L  — ?,  quando  x  varia  desde  «  até  j3,  por  mais  pequeno  que 
seja  S,  o  que  é  a  primeira  parte  do  theorema. 

Do  mesmo  modo  se  demonstra  a  existência  de  um  numero  l  que  satisfaz  ás  condições  do 
theorema. 

Aos  números  'Lei  charaa-se  respectivamente  limite  superior  e  limite  inferior  dos  valores 
considerados  da  funcção. 

Nota.  E  fácil  de  ver  que  o  theorema  precedente  tem  logar  no  caso  mais  geral  de  se 
considerar,  em  logar  de  uma  funcção,  um  grupo  qualquer  de  números  comprehendidos  entre 
a  e  b. 
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36.  Seja  f{x)  uma  fiincçào  definida  na  visinhança  do  ponto  a.  Sef(a-\-h)  tende  para 
f(a),  quando  k  tende  para  zero,    e  isto  tem  logar  qualquer  que  seja  a  serie  de  valores  pelos 

quaes  passa  h^  diz-se  que  a  funcção  f{x)  é  continua  no  ponto  a.  Se  no  ponto  a  a  funcção 
não  é  continua,  diz-se  que  é  discontinua. 

D'esta  definição  e  do  que  se  disse  no  n."  lõ-l."  e  no  n.°  16  a  respeito  da  noçào  de  liiuite 
decorrem  imraediatamente  as  seguintes  proposições: 

1."  £  condição  necessária  e  sufficiente  para  que  a  funcção  f{x)  sya  continua  no  jjonlo  a, 
que  a  cada  valor  da  quantidade  positiva  ò,  por  mais  pequeno  que  seja,  corresponda  um  numero 
positivo  £,  ial  que  a  desegualdade 

(1)  |/(«  +  Ã)-/(«)i<í 

seja  satisfeita  por  todos  os  valore  ãe  h  que  satisfazem  á  condição  |  Ã  |  <  s. 

2.°  A  somma,  o  j)voãucto,  o  quociente  (quando  o  divisor  não  é  nullo  no  ponto  a)  e  as  raizes 
de  funcções  de  x,  continuas  no  ponto  a,  são  funcções  de  x,  continuas  no  mesmo  ponto. 

Com  effeito,  sendo  '^(a;)  e  'h{x)  estas  funcções    e  f{x)   a  sua  somma,  temos   (n."  16-1.") 

lira  f{a-\-h)  =  lim -s,  (a  +  h)^ lim  ò  (a  +  h)  =  cp  (o)  -{- '>  (a)=/(a). 

A=0  í=0  '  A=0 

Do  mesmo  modo  se  demonstram  os  theoremas  relativos  ao  producto,  ao  quociente  e  á 
raiz,  baseando-se  nos  theoremas  2.",  3."  e  4.°  do  u."  16. 

3."  Se  ^  =  9  (íc)  representa  uma  funcção  continua  de  x  no  ponto  a  e2='ji  (?/)  uma  funcção 
continua  de  y  nò  ponto  b,  corresponden'e  a  x  =  a,  a  funcção  de  funcção  2  = ']>  [cp  (a;)]  é  con- 
tinua no  ponto  a;  =  a. 

Cora  effeito,  quando  x  tende  para  a,  y  tende  para  J,  e  2  tende  para  tjj  (J),  e  portanto  para 
tjj [<^{a)],  visto  ser  tjj  [b)  =  ò  [tp  (a)]. 

37.  Os  theoremas  seguintes  d<ào  propriedades  importantes  das  funoções  continuas: 

ThkOREMA  1.°  Se  a  funcção  f(x)  for  continwi  em  iodos  os  pontos,  desde  x  =  a  até  x  =  b, 
e  sef{a)  e  f{b)  tiverem  sigmtes  conlrariís,  entre  a  e  h  existe  pelo  menos  uma  raiz  da  equação 
f(x)  =  O  (Cauchy). 

Supponbamos  />>«  e  dividamos  o  intervallo  de  x=a  a  x  =  b  em  duas  partes  eguaes,  o 
que  dá  os  numei'Os 

,    b-a 

Se  o  segundo  numero  annullar  a  funcçào,  está  o  theorema  verificado.  No  caso  contrai-io, 
representando  por  «i  e  b\  dois   d'estes  números   que   sejam  consecutivos   e  dêem   á   funcção 


signaes  contrários,  temos 
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b  —  a       ,    ,  h — a 


ai  =  a,  bi=:a-] -—  <  5,  bi  —  «i  =  — - 


-> 


b  —  a 

quando  a  e  a-\ —  dâo  á  funcção  signaes  contrários,  e 

1    ^  — <^  ^        7        i.    i.  ^  — a 

«i  =  a  i 2 —  >  u,  Oi  =  0,  bi—ai  =  — - — > 

no  caso  contrario. 

Dividamos  do  mesmo  modo  o  intervalio  de  a;  =  «i  a.  x  =  bi  em  dois  intervallos  eguaes,  o 
que  dá  o  números 

,  b{—ai 
"1)  «iH 2 — '     '' 

e  chamemos  «a  e  bi  os  dois  números  consecutivos  d'este  grupo  que  dão  a  f{x)  signaes    con- 
trários ;  temos 

>v^  —         ,  6i  —  ai       b  —  a 

aj^ai,   b^^òi,  ô-2  —  a.2  =  — - —  =  _— _• 

Continuando  do  mesmo  modo,  obtera-se  um  grupo 

ai,  a-2,    .  .  .,  «,„   .  .  . 
de  números  crescentes  e  um  grupo 

b[,  bi,  .  .  .,  5„,   .  .  . 

de  números  descrecentes,  maiores  do  que  os  números  do  grupo  anterior  e  taes  que 

-  b  —  a 

o„  —  a. 

Os  números  do  primeiro  grupo  tendem  parii  um  numero  racional  ou  irracional  c;  e,  por 
ser  a  funcção /(«)  contínua  no  intervalio  de  x  —  a  a  x=^b,  os  números  /(ai),  /(aa),  etc. 
devem  tender  para  um  limite  /(c),  que  deve  ser  nullo  ou  ter  o  mesmo  signal  que  estes 
números  (n.»  IS-S."). 

Os  números  ín,  b^,  etc.  tendendo  também  para  c,  os  números  /  (6i),  /(bi),  etc.  tendem 
também  para  um  limite  /(c),   que  deve  ser  nullo  ou  ler   o  mesmo  signa!  que  estes  numeres. 

Mas  /(c)  não  pôde  ter  ao  mesmo  tempo  o  signal  de  /(«„)  e  de  f{b„)^  porque  estes 
números  têem  signaes  contrários;  logo/(c)  =  0. 
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Theorkma  2."  Se.  a  ftincçào  f(x)  é  continua  evi  todos  os  pontos,  desde  x=a  até  x  =  b,  e 
A  e  B  são  dois  valores  de  f{x),  correspondentes  aos  valores  a  e  h  de  x,  f{x)  passa  por  todos 
os  valores  comprehendidos  entre  A  e  B,  quando  x  varia  desde  a  até  b. 

Com  effeito,  sendo  C  um  valor  eomprehendido  entre  A  e  B  e  portanto  A  >  C  >  B,  as 
quantidades /(a)  —  C  ef(h)  —  C  têem  signaes  contrários;  logo  existe  um  valor  Xi  de  x,  eom- 
prehendido entre  a  e  h  (theorema  1."),  tal  que  é/(x))  — C  =  0. 

Theokema  3."  /Se  a  ftincção  fíx)  for  continua  no  intervallo  de  x^a  a  x  =  b,  incluindo  a 
e  b,  existe  um  limite  superior  e  um  limite  inferior  dos  valores  que  ella  tem  neste  intervcdlo,  e  estes 
limites  representam  valores  da  funcção  (Weierstrass). 

E  evidente  que,  se /(a;)  nSo  tivesse  limite  superior  no  intervallo  de  a3  =  a  a  x  =  ò,  também 
não  teria  limite  superior  n'um  pelo  menos  dos  intervallos  que  resultam  de  dividir  aquelle  em 
duas  partes  iguaes;  e  que,  sefix)  tiver  limite  superior  no  intervallo  considerado,  este  limite 
coincide  com  o  limite  superior  correspondente  a  um  («i  a  &))  dos  intervallos  parciaes. 
Continuando  depois,  como  na  demonstração  do  theorema  ].°,  é  faeil  dever  que,  se  não 
existir  limite  superior,  haverá  dois  grupos  de  números 

«I,   a-2,    ■  .-,  a,o    •  •  ., 
bi,  ^2,    .  .  .,  b„,   .  .  ., 

que  tenderão  para  o  mesmo  limite  c,  taes  que  não  existirá  limite  superior  dos  valores  que 
toma /(a;),  quaado  x  varia  desde  a„  até  b„;  e  que,  se  existir  um  limite  superior  L,  este 
numero  será  também  o  limite  superior  dos  valores  que  toma  fíx),  quando  x  varia  desde  a„ 
até  b„. 

Mas,  por  ser  a  fiincyrio  f{x)  continua  no  ponto  c,  a  cada  valoi'  de  3  corresponde  um 
numero  positivo  //i,  tal   que  a  desegualdade 

;/(c  +  A)-/(c)|<5 

é  satisfeita  pelos  valores  de  h  corapreheiídidos  entre  — Jn  e  Ãj.  Logo,  dando  a  /;  um  valor 
tão  grande  que  o,,  e  h„  fiquem  comprehendidos  entre  c  —  7ii  e  c-j-^ij  vé-se  que  é 

\fi^)-m\<h 

quando  x  está  eomprehendido  entre  a„  e  b„,  e  portanto  que  f(x)  está  eomprehendido  entre 
/(c)  +  3  e /(c) — ^-  Existe  pois  um  limite  superior  a  L  (n."  35)  dos  valores  que  toma /(a;), 
quando  x  varia  desde  a  até  b. 

Para  mostrar  que  este  limite  é  um  valor  de /(a;),  basta  notar  que,  por  ser  também  L   o 
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limite  superior  dos  valores  que  toma  /(ac),  quando  x  varia  desde  a„  até  6„  temos  para  alguns 
d'estes  valores  de  x.  por  definição  (n."  35), 

/(a;)>L-S', 

por  mais  pequeno  que  seja  V,  e  portanto 

/(c)  +  S>L-S'; 

o  que  dá,  fazendo  tender  í  e  o'  para  zero,  f{c)  =  L,  visto  que  /(c)  não  pôde  ser  maior  do 
que  L. 

Por  ura  raciocinio  semelhante  se  demonstra  a  parte  do  theorema  que  se  refere  ao  limite 
inferior. 

Theokema  4."  Se  a  fnncção  f{x)  for  continua  em  todas  os  pontos  desde  x^a  até  x  =  h, 
incluindo  a  e  b,  a  cada  valor  da  quantidade  positiva  S^  por  mais  pequeno  que  seja,  corresponde 
um  valor  £,  tal  que  a  desegualdade 

\f{x')-f{x)\<l 

é  satisfeita  pior  todos  aquelles  valores  de  x  e  x',  pertencentes  ao  intervallo  considerado,  cuja 
differença  é  menor,  em  valor  absoluto,  do  que  £  (G.  Cantor). 

Com  eíFeito,  se  o  theorema  nào  tivesse  logar,  também  não  teria  logar  n'um,  pelo  menos, 
dos  intervp.llos  que  resultam  de  dividir  o  intervallo  de  x=a  a  x  =  b  em  duas  partes  eguaes 
por  meio  dos  números 

porque,  se  o  theorema  tivesse  logar  nos  dois  intervallos,  teríamos,  representando  por  .ti  e  x, 
dois  valores  de  x  pertencentes  ao  primeiro  intervallo,  por  a-j  e  a\,  dois  valores  de  x  perten- 
centes ao  segundo   e  por   a  o  valor   que  tem   x  no  ponto  de  separação  dos  dois  intervallos, 

|/(a;;)  -/  (a;,)  |<  5,    lf(x,)  -/(x,)  |  <  â, 
|/(x,)-/(a)  |<1  o\       \fix,)-f(a)  I  <!§, 

quando  |a;',—a-i  ]<£i,  Iaí.i  —  a-jl<iá,   |a;i— a|<E3,  '  a-j  — a|  <£s,  e,  por  ser 

|/(X2)  -/  (X,)  \^\f  (x.)  -/ (a)  I  -f  1/ (:r.) -/ (a)  |  < 3, 
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as  condiçõe&  do  theorema  verificavam-se   em  todo   o  intervallo  áe  x=a  a.  x  =  b  dando  aso 
menor  dos  valores  £i,  2-2,  £3,  si. 

Chamando  ai  e  hí  as  extremidades  d'aquelle  dos  intervallos  precedentes  no  qual  o  theo- 
rema não  teria  iogar,  vê-se  que  o  theorema  também  não  deveria  ter  logar  n'um  pelo  menos 
dos  intervallos  parciaes  que  resultam  de  dividir  o  intervallo  x  =  a^  a  x=hi  em  duas  partes 
eguaes  por  meio  dos  números 

,    bi  —ai      , 

«I;  «1-^ 2 ' 

Continuando  do  mesmo  modo,  como  na  demonstração  do  theorema  1.",  é  fácil  de  ver  que, 
se  o  theorema  não  fosse  verdadeiro,  haveria  dois  grupos  de  números 

ai,  a-2,  .  . .,  ún,  .  •  •, 
bi,  b'2,   .  .  .,  bi„  .  .  ., 

que  tenderiam  para  o  limite  c,  taes  que  o  theorema   não   seria  também  verdadeiro  no  inter- 
vallo de  £c  =  a„  a  a;  =  í„. 

Mas,  por  ser  a  funcção  f{x)  continua  no  ponto  c,  a  cada  valor  í,  por  mais  pequeno  que 
seja,  corresponde  um  valor  hi,  tal  que  é 

|/(c  +  Ã)-/(c)|<ls, 

quando  h  está  comprehendido  entre  —hi  e  +  /íi.  Logo,  dando  a  n  um  valor  tão  grande  que 
«„  e  b„  fiquem  comprehendidos  entre  c  —  lii  e  c-\-hii  a  desegualdade 

I/W-/(0I<y3 

é  satisfeita  por  todos  os  valores   de   x  comprehendidos  entre  a„  e  &„.    Chamando  pois  x!  um 
valor  de  x  comprehendido  entre  estes  números,  temos 

|/(«^')-/(c)l<y3. 

D'esta  desegualdade  e  da  anterior  tira-se  (n."  11)  a  desegualdade 
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que  é  satisfeita  por  todos  os  valores  de  £c  e  de  «'  compiehendidos  entre  a,  e  b„.  Logo  o 
theorema  tem  logar  para  o  inteivallo  de  x  =  a„  a  x=b„,  e  portanto  também  tem  logar  para 
o  intervallo  de  x  =  a  a  x  =  b. 

38.  Se  uma  quaulidade  variável  u  depende  de  outras  variáveis  x,  tj,  etc,  diz-se  que  it 
é  funcç<âo  das  variáveis  x,  y,  etc.  e  escreve-se 

«  =f{^'  y,  •  •  O,   u  =  Y(x,  7j,  .  . .),  fc-tt-. 

A  funcção  f{x,  y,  .  . .),  definida  na  visinhança  dos  pontos  x=a,  y  =  h,  etc,  diz-se  con- 
tinua no  ponto  {a,  h,  c,  . .  .),  se  f{a-rh,  h  +  k,  .  .  .)  tende  para/n^  b,  . .  .),  quando  h,  k, 
etc.  tendem  para  zero,  e  isto  tem  logar  qualquer  que  seja  o  modo  como  estas  quantidades 
tendam  para  zero. 

É  fácil  de  estender  os  iheorenias  que  demonstrámos  nos  números  anteriores  para  as 
funcções  de  uma  variável,  ao  caso  das  funcções  de  muitas  variáveis.  Assim  temos,  limitando-nos 
aos  theoremas  de  que  teremos  de  fazer  uso: 

\.°  É  condição  necessária  e  suficiente  para  que  a  funrção  f(x,  y,  .  .  .)  seja  continua  no 
ponto  {a,  b,  .  .  ■),  que  a  cada  valor  da  quantidade  positiva  ''i,  por  mais  pequeno  que  seja,  cor- 
responda um  numero  s,  tal  que  a  desegualdade 

\f{a  +  h,b  +  k,  ...)-fa,b,  ...:)1<5 

seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  h,  k,  etc.  que  satisjizerem  ás  condições  |  A  |  <  s,  [  Z;  |  <i,  etc. 

2."  A  somma,  o  producto,  o  quociente  [quando  o  divisor  não  é  nullo  no  ponto  (a,  b,  . .  . )] 
e  as  raizes  de  funcções  continuas  no  ponto  {a,  b,  . .  .)  são  funcções  de  x,  y,  etc,  continuas  no 
mesmo  ponto. 

Estes  dois  princípios  são  corollarios  dos  princípios  a  que  nos  referimos  no  n."  17. 

3."  Se  a  funcção  f{x,  y)  for  continua  para  todos  os  valores  de  x  e  y  representados  pelos 
pontos  de  uma  área  limitada  A  (incluindo  o  contorno),  existe  um  limite  superior  e  um  limite 
inferior  dos  valores  que  ella  toma  nos  jjontos  d'essa  área,  e  estes  limites  representam  valores  da 
funcção. 

Sejam  a  e  b  o  menor  e  o  maior  dos  valores  que  toma  x  na  área  considerada  e  a'  e  b'  o 
menor  e  o  maiur  dos  valores  que  toma  y  na  mesma  área,  e  tracemos  as  duas  parallelas  aos 

eixos  coordenados  cujas  equações  sào  x=-^  (a-\-b),  y=^  ("'"t^  Ji  ^^s  quaes  dividem  a  área 

em  quatro  novas  áreas.  Se  a  funcção  f(x,  y)  não  tiver  limite  superior  na  área  A,  também  o 
não  tem  n'uma  pelo  menos  das  partes  em  que  se  dividiu  esta  área ;  e,  se  a  funcção  f{x,  y) 
tiver  limite  superior  na  área  A,  este  limite  coincide  com  o  limite  superior  correspondente  a 
uma  d'e8tas  partes  de   A.   Seja   Ai   a  parte   de  A  a  que  vimos  de  nos  referir,   e   sejam 
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ííi,  a'i,  li,  ò\  os  menores  e  os  maiores  valores  que  tomam  respectivamente  x  e,  y  nesta  ultima 
área :  temos 

aiya,  bi^b,  a\ya\,  òi  ^  í>',  bi  — ai  =  -^  (b—a),  Oi  — a'i  = -^  [b' —  a). 

Dividindo  do  mesmo  modo  a  área  Ai  em  quatro   novas  áreas  por  meio  das  rectas  cujas 

equações  sào  x=  -^  (ai-rbi),  2/=  -^  (oi-\-bi),  fórma-se  como  anteriormente  uma  área  Ao,  tal 

que,  se  a  funcção  não  tiver  limite  superior  em  A,  também  o  não  tem  em  Aj,  e,  se  a  funcçào 
tiver  limite  superior  em  A,  este  limite  coincide  com  o  que  a  funcção  tem  em  Aj ;  e  temos, 
representando  por  a*,  oj,  5*  e  òí  os  menores  e  os  maiores  valores  que  tomam  respectiva- 
mente X  e  y  na  área  Ae, 

ai^ai,   «j^ai,   bi^b{.  b^^bi, 

6i — ai       b  —  a     ,.         .       b'  —  a' 
Oi  —  ai  =  — 2 — ^~2i~'  Oi  —  ai  =  ^^ — 

Continuando  do  mesmo  modo,  formam-se  duas  series  de  números  crescentes  (ai,  a^,  . . ., 
a„  . . .)  e  (a'i,  aj,  . . .,  a'^. . .),  e  duas  series  de  numeres  decrescentes  (&i,  63,  . .  .,  6„,  . .  .) 
e  (6),  b'i,  . .  . ,  b'„,  .  . .),  que  satisfazem  ás  condições 

b  —  a 
o„  —  a„  =  —:^.  o„  —  a„  = 

e  que  portanto  tendem  a  primeira  e  a  terceira  para  um  limite  c  e  a  segunda  e  a  quarta  para 
um  limite  d;  e  fórma-se  uma  serie  de  áreaes  Ai,  Aj,  . .  .,  A,„  .  .  .,  contendo  todas  no  inte- 
rior o  ponto  (c,  d),  taes  que,  sef(x^  y)  não  tiver  limite  superior  na  área  A,  também  o  não 
tem  na  área  A,,  e,  se  tiver  um  limite  superior  L  na  área  A,  este  numero  é  também  o  limite 
superior  dos  valores  que  toma  aquella  funcção  na  área  A„.  N'esta  área  os  valores  àe  x  e  y 
estão  respectivamente  comprehendidos  entre  a,  e  i„  e  entre  «I,  e  è„. 

Jlas.  por  ser  a  funcção  /  (aj,  ^)  continua  no  ponto  {c,  á),  a  cada  valor  dado  a  Ò  corresponde 
um  numero  s,  tal  que  a  desegualdade 

\f{x,  y)-f{c,  d)\<ò 

é  satisfeita  pelos  valores  de  a;  e  y  respectivamente  compreliendidos  entre  c  —  s  ec-J-s  e  entre 
d  —  E  e  rf-f-í;  e  por  isso,  dando  a  n  um  valor  tão  grande  que  a»  e  6,  fiquem  comprehen- 
didos entre  c  —  s  e  c  +  s  e  «á  e  b'n  fiquem  comprehendidos  entre  d  —  z  e  á  +  s,  a  mesma  des- 
egualdade é  satisfeita  pelos  valores  de  x  e  y  que  representam  os  pontos  da  área  A„.  Logo  os 
valores  correspondentes  de  f{x,  y)   estão  comprehendidos  entre /(c,  d)  —  5  e  /(c,  á)  +  Ô,  e 


77 


existe  portanto  (n.°  35)  um  limite  superior  L  dos  valores  que  f{x,  y)  toma  na  área  A„  e, 
por  consequência,  na  área  A. 

Para  demonstrar  que  o  limite,  cuja  existência  vimos  de  mostrar,  ó  um  valor  da  funcçâo 
f{x,  1/),  notemos  que,  por  ser  também  L  o  limite  superior  dos  valores  que  toma  f{x,  y)  na 
área  A„  temos,  para  alguns  dos  valores  de  a;  e  ?/  representados  pelos  pontos  de  A„, 

/(x,  2/)>L-3', 

por  mais  pequeno  que  seja  S',  e  portanto 

/(o  tZ)  +  ã>L-8'; 

o  que  dá,  fazendo  tender  S  e  5'  para  zero,  f{c,  d)  =  L,  visto  que  f{c,  d)  não  pôde  ser  maior 
do  que  L. 

Do  mesmo  modo  se  mostra  que  o  limite  inferior  existe  e  é  um  valor  da  funcção. 

4.°  Se  a  funcção  f(x,  y)  for  continua  cm  todos  os  pontos  (x,  y)  de  uma  área  fechada  A 
(^incluindo  o  contorno),  a  cada  vedor  da  quantidade  positiva  S  corresponde  um  numero  j,  tal 
que  a  desegualdade 

\f{x\y')-f{x,y)\<^ 

é  satisfeita  por  todos  os  tjrupos  de  valores  de  (x,  y)  e  de  {x',  y'),  repiesentados  pelos  pontos 
da  área  A,  que  satisfazem  ás  condições  \x  —  x'\<s,  \y  —  y'\<^s. 

Divida-se,  como  na  demonstração  do  theorema  anterior,   a  área  A  em  quatro  áreas  por 

meio  das  recta»  03  =  —  {a-\-b),  y  =  -^   («'  +  ^')-   Vê-se,    como   no   caso    das  funcções   d'uma 

variável  (u."  37-4."),  que,  se  o  tbeorema  não  tivesse  logar  na  área  A,  também  não  teria 
logar  n'uma  pelo  menos  Ai  das  áreas  em  que  se  dividiu  A.  Continuando  depois,  como  na 
demonstração  do  tbeorema  anterior,  podemos  formar  duas  series  de  números  («i,  a-i, ...,  «„, ...) 
e  (bi,  b-2,  .  .  .,  6,1,  .  .  .),  que  tendem  para  um  limite  c,  e  duas  series  de  números  («i,  «á,  .  .  ., 
a„,.  . .)  e  {b\,  b'.2,  .  . .,  b'n),  que  tendem  para  um  limite  d,  taes  que,  se  o  tbeorema  enunciado 
não  fosse  verdadeiro  para  a  área  A,  não  o  seria  também  para  a  parte  A,,  da  área  A,  que 
está   coraprebendida   no   rectângulo   cujos   lados    têera   as   equações   x^Un,   x  =  b„,   y  =  dn, 

y=-K- 

Mas,  por  ser  a  funcção  /(x^  y)  contínua  no  ponto  (c,  d),  a  cada  valor  de  S  corresponde 
um  numero  s,  tal  que  é 

\f(x,y)-f{c,d)\<^^, 

quando  x  e  y  estão  respectivamente  comprebendidos  entre  c  —  s  e  c-fs  e  entre  d  —  se  d-\-z. 
Logo,  dando  a  ?*  um  valor   tão  grande  que  a„   e   i„   fiquem    comprebendidos   entre   c  —  s   e 
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c  +  s  e  «71  e  h'n  fiquem  comprehendidos  entre  d  —  z  e  d-\-z,  a  desegnaldade  anterior  é  satis- 
feita,por  todos  os  valores  à%  x  e  y  representados  pelos  pontos  da  área  A„,  o  que  dá,  sendo 
x'  e  y'  dois  valores  de  x  e  y  que  satisfaçam  a  esta  condição, 

D'esta  desegualdade  e  da  anterior  tira-se  a  desegualdade 

que  é  satisfeita  pelos  valores  de  (a;,  y)  e  {x',  y)  que  representam  pontos  da  área  A„.  Logo 
o  theorema  enunciado  tem  legar  na  área  A,,,  e  portanto  também  tem  logar  na  área  A. 

Do  mesmo  modo  se  demonstram  os  theoremas  seguintes : 

5."  Se  a  funcção  flx,  y,  z)  for  continua  para  todos  os  valores  de  x,  y  e  z  representados 
pelos  pontos  de  um  volume  limitado  V  (incluindo  a  sitperjície  que  o  limita),  a  funcção  admitte 
um  limite  superior  e  um  limite  inferior  dos  valores  que  toma  nos  pontos  d'esfe  volume,  e  estes 
limites  são  valores  da  funcção. 

6."  Se  a  funcção  f{x,  y,  z)  for  continua  em  todos  os  pontos  (x,  y,  z)  de  um  volume  limi- 
tado V  (incluindo  a  superficie  que  o  limita.},  a  cada  valur  da  quantidade  positiva  3  corresponde 
um  numero  s,  tal  que  a  desegualdade 

\f{x',y',  z')-fx,  y,z)\<l 

é  satisfeita  por  todos  os  grupos  de  valores  de  (x,  y,  z)  e  (x' ,  y' ,  z'),  representados  pelos  pontos 
do  volume  considerado,  que  satisfazem  ás  condições  \x  —  x'\<^s,  \y  —  y'\<^s,  \z  —  2'j<£, 

39.  Funcçues  de  variáveis  imaginarias. —  Se  os  valores  de  uma  variável  m  =  X-í-íY 
dependem  dos  valores  de  outra  variável  z  =  x  -\-  iy,  diz-se  que  u  é  funcção  de  z. 

A  funcção  /  (a; +í'_y)  diz-se  continua  no  ponto  a-^-ib,  se  a  funcção  f[a-\-h-{-i  ib-j-k)j 
tende  para  /  (a -f- lè),  quando  h  e  k  tendem  para  zero,  e  isto  tem  logar  qualquer  que  seja  o 
modo  como  h  e  k  tendam  para  zero;  ou,  em  outros  termos  (n."  19),  se  X  e  Y  são  funcções 
continuas  de  x  e  y. 

D'esta  definição  decorre  immedi;.tamente  que  a  somma,  o  j)roducto  e  o  quaciente  [quando 
if  {a-\-ib)  é  differente  de  0]  de  duas  funcções  o  iz)  e  ?})  (z),  continuas  no  ponto  a-\-ib,  é  uma 
funcção  de  z  continua  no  mesmo  ponto. 

Com  efíeito,  pondo 

'í(2)  =  X-fiY,  ^(2)  =  X,-LiY,, 
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temos  as  relações 

^  {z)  +  ^  (z)  =  X  +  Xi  +  i(Y  +  Yi), 

<p  (z)  <;;  (0)  =  XX,  -  Y  Yi  + 1  (XYi  +  YX,), 

tp  (z)  _  XXi  +  YYi       .  YXi  -  XYi 

<J>(z)  -     X?  +  YÍ     "^*     X?  +  YÍ    ' 

das  quaes  se  tira  o  theorema  enunciado,  visto  que  a  parte  independente  de  i  e  o  coeíBciente 
de  i,  que  entram  no  segundo  membro  de  cada  uma  d'estas  relações,  são  (n."  38-2.°)  funeções 
continuas  de  o;  e  >/. 

Vé-se  também,  como  no  n."  36,  que,  se  u  =  cp  (z)  representa  uma  funcçào  continua  de  z 
no  ponto  a  e  <  =  !J)  (w)  uma  funeção  continua  de  u  no  ponto  ,3,  correspondente  a  z  =  a,  a 
funcção  de  funeção  ^  [cp  (z)]  é  continua  no  ponto  ^  =  a. 


II 


Func(,'ões  .il2;el)rieas 


40.  Se)a/(z)  uma  expressão  analytica  dada,  dependente  da  variável  real  ou  imaginaria 
z.  Se,  para  calcular  o  seu  valor,  for  necessário  executar  sobre  z  somente  operações  algébricas 
(isto  é,  addições,  subtracções,  multiplicações,  elevações  a  potenda  e  extracções  de  raiz),  em 
numero  finito,  a  funeção  diz-se  algébrica.  As  funcçqes  que  não  são  algébricas  dizem-se  trans- 
cendentes. 

Se  a  funeção  /  (z)  for  algébrica,  mas  não  contiver  radicaes  que  affectem  a  variável  z,  esta 
funcçào  diz-se  racional;  no  caso  contrario  diz-se  irracional. 

Se  a  funeção /(z)  for  racional,  mas  não  contiver  z  em  denominador,  esta  funeção  diz  se 
inteira;  no  caso  contrario  d\z-a&  fraccionaria. . 

Seja  F{z,  w)  =  O  uma  equação  que  determine  u,  quando  z  é  dado.  N'este  caso  diz-se  que 
u  é  uma  funeção  de  s  dada  debaixo  de  forma  implicita,  ou,  em  termos  mais  breves,  que  «  é 
funeção  implícita  de  z.  Resolvendo  a  equação  precedente  relativamente  a  ?f^  quando  isto 
for  possível,  obtem-se  u  em  funeção  explicila  de  z. 

Se  o  primeiro  membro  da  equação  precedentemente  considerada  representar  uma  funeção 
algébrica  de  u  e  z,  isto  é,  se  para  calcular  F  {u,  z),  quando  m  e  z  são  dados,  for  necessário 
somente  executar  sobre  estas  variáveis  operações  algébricas,  em  numero  tinito,  dizse  que  u 
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é  funcção  algébrica  imjjlicita  de  z.  Demonstra-se  em  Álgebra,  como  consequência  de  theoria 
da  eliminação,  que,  n'este  caso,  a  equação  precedente  pôde  ser  sempre  reduzida  á  forma 

(1)  a,„  te"'  +  «m-i  2í"— '  + .  .  .  +  ai  !t  +  «o  =  O, 

onde  m  é  ura  numero  inteiro  positivo  e  «„,   ai,  a-2,  etc.  são  polynomios  ordenados  segundo  as 
potencias  inteiras  e  positivas  de  z. 

N"este  logar  occupar-nos-liemos  somente  das  funoções  racionaes,  inteiras  e  fraccionarias, 
para  recordar  algumas  das  suas  propriedades  mais  importantes. 

41.     Consideremos  primeiramente  as  funcções  inteiras,  isto  é  as  funcções  da  forma 

H=/(s)  =  Aos«  +  Ai£"-i+...  +  A,„ 

onde  n  é  um  numero  inteiro  positivo  e  Ao,  A|,  etc.  são  constantes  reaes  ou  imaginarias. 

I.  Mudando  z  em  z-^h,  temos 

/(z  +  Z!)  =  Ao(s  +  /i)"  +  Aifz  +  ^)''-'+...+  A,(z  +  A)"-'-  +  ...  +  A„_,  {z  +  h)  +  A,„ 

ou,  desenvolvendo  as  potencias  inteii'as  do  binómio  z-\-h  e  ordenando  o  resultado  segundo  as 
potencias  de  k, 

f(z  +  h)  =  Ao  g»  +  Ai3«-'  +  ...  +  A„_,z  +  A„ 
+  Ã  [«Ao  2»-' +  («-!)  A,  z"-^  +  ...  +  A„_t] 

+  ^[n(n-\)A,z''-^+(n-í){,i-2)Aiz"-^-r...] 


+  ■ 


h'' 

Y^ ^  [ (n)A  Ao  z'-''  +  (n  -  1>  A,  z«"'^-»  + .  .  . ] 


+ 

+  Aoh", 


pondo 


(n)i,  —  n(n—l)...(n  —  k-{- 1),  etc. 
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Representando  os  coefficientes  de  h,  — -  A-,  "^-^^^i  etc.  por/'  (z),f"  {z),f"'{z),  etc,  vem 
a  egualdade 

que  tem  o  nome  de  fórmula  de  Taylor. 

As  funcções /' (z), /"  (z),  etc.   são  respectivamente  do  grau   n  —  1,   n  —  2,  etc,  e  a  sua 
lei  de  formação  é  dada  pela  fórmula  seguinte: 

/('.)  (z)  =  (n)k  Ao  z»-''  -f  {n  —  \)u  Ai  z»-^-*  + .  .  . 

A   estas  funcções   dão-se   respectivamente   os  nomes    de  derivada  de  primeira  ordem,  de 
derivada  de  segunda  ordem,  etc.  da  funeção  /  (z). 

Da  comparação  da  fórmula  precedente  cora  a  correspondente  a  fc  + 1 

/('^+<)  (z)  =  («),+,  Ao  z"-''-»  +  (n  -  1)hi  a,  z''-'-á  + . . . 

=  {n)u  («  -  k)  Ao  z"-'-'  +  {n-l)k{n-k-\)  Al  z"-'-2  +  •  .  • 

tira-se  a  seguinte  regra,  para  formar  as  derivadas  successivas  de  f{z): 

Para  passar  de  uma  funeção  para  a  sua  derivada  ou  de  uma  derivada  para  a  seguinte, 

multiplique-se  em   cada   termo   da  primeira  o    expoente  de  z  pelo   coefficiente  e  diminua-se  o 

expoente  de  uma  xmidade. 
Por  exemplo,  no  caso  de 

/(2)  =  z5-3z*  +  4z-2-7, 
vem 

/'  (z)=    5z^-12z3  +  8z, 
/"(z)  =  20^3- 36  2^  +  8, 


II.  A  fórmula  de  Taylor  mostra  que/(2  +  A)  tende  para  /'(z),  quando  h  tende  para  O,  e 
portanto  que  a  funeção  inteira  f{z)  é  continua,  qualquer  que  seja  z. 

III.  A  funeção  inteira  (z)  é  o  producto  de  n  factures  do  primeiro  grau: 

(A)  /13)  =  Ao  {z-af  {z-by...  {z-lf^, 

onde  a,  b,  .  .  .,  l  são  as  raízes  da  equação  f  {z)=' O . 
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Este  theorema  importante  é  uma  consequência  do  principio  fundamental  da  theoria  das 
equações,  que  vamos  primeiramente  demonstrar: 

A  equação  algébrica  f  {z)  =  O  admitte  pelo  menos  uma  raiz  (}). 

Consideremos  os  valores  de  z  =  x-^iy  representados  pelos  pontos  da  área  de  um  circulo, 
cujo  centro  esteja  na  origem  das  coordenadas  e  cujo  raio  seja  um  numero  R,  que  vamos 
determinar  de  modo  que  o  limite  inferior  dos  valores  que  toma  |/(z)|,  na  área  considerada, 
nào  corresponda  a  ponto  aigum  da  circumferencia  d'este  circulo.  Para  isso,  notemos  que  da 
egualdade 

Aoz»  =/(z)  —  Al  s"-'  — . . .  —  A„ 
se  tira,  suppondo  |z|>l, 

iAo|lz|"^|/(z)|  +  |A.||2|"-'+...  +  lA„i<|/(z)H-[iA.|+...+  |A„l]|z|'-S 

e  portanto 

!/(z)|>|Ao||z|-[|A,|+...  +  |A„|], 

e  que  esta  ultima  desegualdade  faz  vêr  que  é  |/(z)|>|A„|,  quando 

,^   |AJ  +  |A.|  +  ...+  |A„| 

''!> ÍÃ^I 

Logo,  escolhendo  R  de  tal  modo  que  seja 

|A„|  +  |A,|+...+  |A„| 


R>1,  R>i 


|Ao| 


1/(2)1  toma  nos  pontos  da  circumferencia  considerada  um  valor  maior  do  que  o  valor  1  A„  |, 
que  toma  no  centro. 

Posto  isto,  seja/(a;  +  i^)  =  X-ríY.  Por  ser  continua  a  funcção  considerada,  também  são 
continuas  as  íimcções  X  e  Y,  assim  como  (n."  38-2°)  a  funcção  |/(z)|,  que  é  egual  a 
^/X--;-Y-.  Logo  |/(z)l  tem  um  limite  inferior,  na  área  do  circulo  considerado,  e  este  limite 
é  um  valor  da  funcção  (n."  38-3.°). 

Seja  pois  l  este  limite   e  z*  o  valor   de   z  que  dá    |/(z'j|  =  Z.  Vamos  mostrar  que  é  /  =  0. 


(')  Foi  Gauss  quem  dpu  as  primeiras  demonstr.ições  rigorosas  d"este  importante  theorema.  Depois  têem 
sido  dadas  muitas  outras,  como  se  pode  vêr  em  uma  noticia  que  sobre  ellas  publicou  G.  Loria  no  t.  1  da 
Riiista  di  Matemática  (Pavia,  1900). 
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Se  l  fosse  differente  de  zero,  pondo  z  =  z' -{-h,  z!  -\-h  representando  um  ponto  do  interior 
do  circulo  considerado,  e  suppondo  que /W  (s')  é  a  primeira  das  quantidades /' (z'),/"  (s'),  .  . 
que  não  é  nulla,  a  fórmula  de  Taylor  daria 

hP  h" 

f(,'  +  h)=f(z')  +  j-^-  fv)  (,')+.  .  .  +  ___/(-0  (,'), 

ou,  representando  por  a  uma  quantidade  real  eomprebendida  entre  O  e  1,  fazendo 


onde  daremos  o  valor  real  ao  radical  que  entra  na  expressão  de  ^  e  um  qualquer  dos  seus 
valores  ao  radical  que  entra  na  expressão  de  ji,  e  eliminando  h  e  /'^'  (s')  por  meio  d'estas 
equações, 

pondo 


í+i  — 

8"+'  a  f  3"  et'' 

^^       1.2. ..{p  +  l)-'         ^  '^      ^l.2...n-'      ^   ' 


Mas,  representando  por  P  uma  quantidade  superior  aos  módulos  dos  coeficientes  de  a  na 
somma  precedente,  é 


Logo  teríamos 


/  p±i       P±l  !L\  ç±i 

|X  +  ivi!<PVaí    +aP    +...  +  aPj<C{n—p]PaP. 


P+i 
\fiz'  +  k)\<\f{z!)\{l  ~a)  +  {n-p)Pa  P 


ou 


I  /(2'  +  h)\<\  fi^')  I  -  «  [  1/(2')  I  -  (n  -p)  Fap], 

ou  ainda,  obrigando  a,  que  já  está  sujeito  a  estar  comprehendido  entre  O  e  1,  a  satisfazer  á 
desegualdade 


/(z')|-(n-^)PaP>0, 
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dando-lhe  por  isso  um  valor  assaz  pequeno, 

l/(2'+A)l<l/WI; 

o  que  é  absurdo,  visto  que  |/(z')|  é  o  limite  inferior  dos  valores  de  j/(z)|. 

Deve  pois  ser  f{z')  =  O,  que  é  o  que  queríamos  demonstrar. 

E  fácil  de  demonstrar  agora  a  fórmula  (A). 

Com  effeito,  dividindo /(z)  por  z  —  z'  vem  um  quociente  q  da  forma  AqZ"-*+.  .  .  e  um 
resto  r  independente  de  Zj  e  temos  a  egualdade 

/(z)  =  2(z-z')  +  ,-, 

que,  pondo  z  =  z\  dá/(z)  =  7'  =  0,  e  portanto 

/(z)  =  2(z-z'). 
Temos  do  mesmo  modo 

q  =  ^{z-z"\ 

çf  representando  uma  funcção  inteira  da  forma  Aq2"~--!-.  . .  e  z"  uma  raiz  de  J  =  0;  e  por- 
tanto 

/•(z)  =  2'(z-z')(z-z"). 
Continuando  do  mesmo  modo,  até  chegar  a  um  quociente  constante,  obtem-se  a  fórmula 

/(z)  =  Ao(z-z')(z-z")...(z-2""), 

da  qual  se  tira  a  fórmula  (A),  suppondo  a  das  quantidades  z',  z'',  . . .  eguaes  a  a,  p  das  mesmas 
quantidades  eguaes  a  h^  etc. 

42.     Consideremos   agora   as  funcções  racionaes  fraccionarias^   isto   é   as  funcções    da 
forma : 

w=/(z)- 


a^zP+ai  zP-^  +  . .  .-\-np 


I.  Suppondo  n'^p.  pôde  efifeetuar-se  a  divisão  do  numerador  pelo  denominadoí-  e  reduzir 
d'este  modo  u  á  forma 

onde  F  (z),  s>  (z)  e  ']>  (z)  são  ftincções  inteiras,  taes  que  o  grau  de  ç>  (z)  é  menor  do  que  o  de  '^  (z) . 
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Consideremos  agora  a  fracção  ^ — ^  e  supponhamos  que,  decompondo  ']>  (z)  em  factores,  vem 

if(z)  =  {z-af{z-h)K..iz-lj\ 
N'este  caso  a  fracção    ^       é  susceptível  da  decomposição  seguinte: 


o (z)        A I  A 


A„ 


+  ;r-^  +  ---+- 


tj>(z)       z-a       {s—a)-   '  {2— a)'' 

,     B,      ,      B-2       ,         ,_^i_ 

+ 


U     .      U      ,       ^    h. 


onde  os  numeradores  são  quantidades  constantes {^). 

Demonstra-se  esta  proposição  importante  do  modo  seguinte: 
Pondo 

<l<,(z)  =  (z-6/...(z-Z/ 
e  chamando  oi{z)  o  quociente  e  R  o  resto  da  divisão  de  o(z) — A^  i'i  (2)  por  z  —  a,  temos 

9(z)-A,->itz)  =  -^i(z)(z-«)  +  R 
e,  pondo  z  =  a, 

R=cp(u)  — Ao-'>i(a). 

Determinando  pois  A«  de  modo  que  R  seja  nuiio,  pondo  para  isso 

A   -  '■?  ^""^ , 
'^1  («) 


(•)  A  theoria  da  decomposição  das  funcções  racionaes  em  fracções  simples  foi  esboçada  por  Leibnitz,  uos 
volumes  correspondentes  a  1702  e  1703  das  Acta  eruditorum  de  Leipzig,  e  por  João  Bernoulli,  no  volume  cor- 
respondente a  1702  das  Mrmoires  de  1'Ácadémie  des  Sciences  de  Paris.  Euler  foi  quem  primeiro  lhe  deu  uma 
forma  completa  (íntroductio  in  Anali/sin  infiniiorum,  cap.  11). 
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vem 


?  (2)  =  Ak  cj>i  (z)  + -fi  (2)  (z  -  a), 
d'onde  se  tira,  dividindo  por  '\>  (z), 

'f(z)  A,,  cp,  (z) 


Do  mesmo  modo  obtemos 


(Bi  (z)  _        An-i tp-2  (z) 


(z-a/^ -14)1(2)        (z— a)«-<     '    (z  — af--^'}i(z) 

Continuando  do  mesmo  modo,  acha-se  finalmente  a  egualdade 

'f  (z)  A«  A.^._i  ,     A4      ,  '^c<  (z) 

^„_i  i"  •  •  •  T r  - 


t!>(z)  (Z -«)'■'•  (z  _«)«-!  ■  z_«  r1„(zj 

T-k  •  1-  'frA^)  .•  «'(2)  .  , 

JJepois  applica-se  a      •;  ^   o  mesmo  processo  que  se  applicou   a  -^H-i    e   continua-se    do 

'l„(2)  ^  ^  "  tj;(z)' 

mesmo  modo  até  chegar  á  decomposição  enunciada. 

Pelo  processo  anterior  determinam-se  as  constantes  Ai,  A2,  etc,  Bi,  B2,  etc;  mas, 
attendendo  á  importância  d'esta  questão,  vamos  expor  um  processo  mais  simples  para  esta 
determinação. 

Pondo  na  egualdade  precedente  z  =  a-{-h,  vem 


'fía  +  h     ^  Ao,       Ág^i  ^       tpa  (a  +  h) 


V'' 


ou 


<^{a+h)_  ,^_,         ^«(pJa  +  A) 


Este  resultado  mostra  que,  para  achar  A,^,  A^^_,,  ...,  Ai,  basta  dividir  cp(a-t-/í)  por 
4)1  (a  +  ^),  tendo  o  cuidado  de  ordenar  primeiro  estes  polynomios  segundo  as  potencias  cres- 
centes de  h.  Os  coefficientes  de  A",  h,  .  . .,  hv-^  no  quociente  são  as  constantes  pedidas. 

Devemos   observar   que   na    formação  do   numerador  e  do  denominador   de  — ~   é 

4^1  (a  +  A) 

escusado  escrever  os  termos  que  oontêem  potencias  de  h  superiores   a  a — 1,    pois  que  estes 
termos  não  influem  no  quociente. 
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Do  mesmo  modo  se  deterniinaiii  as  outras  constantes  B),  Bj,  . . .  ('). 
Exemplo.  Decomponhamos  por  este  processo  a  fracção 

z^-32  +  5 

Pondo  n'esta  fracção  z=l-\-k,  excluindo  o  primeiro  factor  do  denominador  e  effectuando 
depois  a  divisão,  vem 


logo  teremos 


-3,  A:í  =  1,  Aí  =  -4,  Ai  =  1. 


Do  mesmo  modo,  pondo  na  fracção  considerada  z  =  2  +  ã  e  excluindo  o  segundo  factor 
do  denominador,  vem  a  egualdade 

tp(2  +  A)       (2  +  /0'-3(2  +  A)  +  5 


^i{2  +  h)  (1  +  ^)4(2  + A) 

cujo  segundo  membro,  aproveitando  só  a  parte  independente  de  h  no  numerador  e  no  deno- 

3 

minador,  visto  que  z  —  2  entra  na  fracção  proposta  no  primeiro  grau,  se  reduz  a  -^.  Logo 

temos 

B.=-2- 

5 

Do  mesmo  modo  se  acha  Ci  = — ^r- 

íé 

Temos  pois 

22-3Z  +  5  1  4,1  3 


(Z-1)*(Z-2)Z        2-1  (z-1)-^    '    (3-1)3        (s_l)4 

,      2         T 


z  — 2       z 


(•)  Ha  outros  methodos  pava  determinar  as  constantes  Ai,  Av,  ctc.  e  ha  mesmo  fórmulas  que  dâo  ex- 
pressões analyticas  dCstas  constantes.  1'odem  ver  se  alguns  methodos  c  fórmulas  uo  nosso  trabalho  Siir  la 
décomposition  des  fractioiís  rationelles,  publicado  no  Jorna'  de  sciencias  mathemcUicas  (t.  i  e  ii)  e  no  t.  ii  das 
nossas  Obras  sobre  mathematica. 
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Nota.  No  caso  de  ser  a  =  1,  é 


Com  effeito,  da  egualdade 


!{<(z)=(z-a)'í»i(3), 


pondo  3  =  a  +  A  e  deseu volvendo  os  dois  membros  pela   fórmula  de  Taylor,  tira-se  a  identi- 
dade 

'^  (a)  +  h'!^'  ( rt)  + .  .  .  =  A  ['>,  (a)  +  h  '!^\  («)  + .  .  . ], 
que,  devendo  ter  logar  qualquer   que  seja   o  valor  de  h,  dá  ^y  (a)  =Jji  (a);  e  portanto  temos 

A         '-P  (a)  ^  y  (a) 

II.   Vejamos  agora  se  a  funcção  considerada  é  ou  não  continua. 

A  primeira  parte  Fiz)  é  continua,  por  ser  uma  funcçcão  inteira.  A   outra  parte    !  ]  [    é  a 

A  '^^^^ 

somma  de   fracções  da   forma  -. -,  onde  k  é  inteiro;    logo   é  continua  (n."*  36  e  39)  em 

(z  — a)"'  'O  \  j 

todos  os  pontos,  excepto  nos  pontos  z^a,  h,  c,  .  .  .,  l. 

Concluiremos  pois  que  toda  a  funcção  racional  fraccionaria  í  continua  em  qualquer  j>onto 

z,  que  não  seja  raiz  do  denominador.  N'estes  pontos  a  funcção  torna-se  infinita. 


III 
Fimcçõcs  cxpoiíoiiciaes.  logarltliiiiicas  e  ciroiilares 

43.  As  exjjonenciaes ^  os  logarithmos  e  as  potencias  de  expoente  irracional  sào  func^'ões 
transcendentes  conhecidas  desde  os  Elementos  de  Álgebra;  as  funcções  circulares  são  conhe- 
cidas desde  a  Trigonometria.  Sào  as  únicas  transcendentes  estudadas  nos  Elementos,  e  o  seu 
estudo  é  muito  importante,  por  causa  da  frequência  com  que  apparecem  nas  questões  a  que 
se  applica  a  Mathematica,  e  porque  serve  de  preparação  para  o  estudo  das  outras  transcen- 
dentes de  que  se  occupa  a  Analyse  mathematica.  Vamos  por  isso  aqui  recordar  succintamente 
e  completar  em  certo.s  pontos  o  que  a  respeito  d'estas  funcções  se  ensina  nos  Elementos. 
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44.  Exponencial  de  base  e  expoente  real. — Viu-se  nos  Elementos  de  Álgebra  qual  é  a 
significação  de  a^  quando  a  representa  um  numero  racional  positivo  e  x  um  numero  racional, 
positivo  ou  negativo.  Viu-se  também  que  n'este  caso  a  cada  valor  de  x  corresponde  um  valor 
positivo  para  a',  e,  além  d'este,  outro  valor  negativo  quando  o  denominador  de  x  é  par. 
Considerando  só  os  valores  positivos,  «^  é  uma  funcçâo  de  av  que  tem  um  único  valor  para 
cada  valor  racional  de  x. 

\'ejamo3  agora  como  se  define  a^  quando  a  e  x  sâo  irracionaes,  suppondo  ainda  que  a  é 
positivo. 

Sejam  primeiramente  «  uui  numero  irracional  e  x  um  numero  racional,  egual  a  —.  N'este 

L  ^ 

caso  define-se  ai  por  meio  da  egualdade 

cujo  segundo  membro  tem  uma  significação  conhecida  (n."  o-t)."  e  n."  7). 

Sejam,  em  segundo  logar,  a  um  numero  positivo  qualquer,  x  um  numero  irracional,  (a,'i, 
Xi,  ...,x„,  ...)  o  grupo  de  números  racionaes,  inferiores  a  x,  que  entram  na  definição 
(n."  2)  d'este  numero,  e  a  um  numero  racional  maior  do  que  x.  Se  é  «<!,  os  valores  posi- 

X- 

tivos  de  a  "  crescem  constantemente,  quando  n  augraenta,  sem  todavia  poderem  exceder  o 
numero  a'-';  logo  tendem  para  um  limite  (n."  14-1.°),  único  qualquer  que  seja  o  grupo 
de   números    que    entrem    na    definição    de    x   (n.°    15-2.°),    que   se    representa    pelo    sym- 

bolo  a".  Se  é  a<J,  os  valores  positivos  de  a  "  decrescem,  quando  n  augmenta,  e  tendem 
para  um  limite,  que  se  representa  também  por  a-^. 

A  funcção  a^,  que  vimos  de  definir,  cliama-se  exponencial.  \'amos  ver  algumas  proprie- 
dades d'esta  funcçào. 

I.  O  producto  de  dois  valores  da  exponencial  é  dado  pela  fórmula 
(1)  a*.«v=a^K 

A  demonstração  que  se  deu  d'este  theorema  nos  Elementos  de  Álgebra  é  applieavel  quando 
X  e  7/  são  números  racionaes  e  a  é  um  numero  positivo  qualquer. 

No  caso  de  X  e  y  represenUirem  números  irracionaes,  temos,  chamando  i/i,  y>,  etc.  os 
números  racionaes  que  formam  um  dos  grupos' que  entram  na  definição  de  i/, 

a  .a  =  hm  a     .  hm  a     =  hm  a  =a        . 

H=»  M=x  H^M 

II.  Quando  x  cresce  constantemente  desde  — ao  afê  cx>,  a"  cresce  constantemente  desde  O 
até  cc,  se  é  a>1,  e  decresce  constantemente  desde  »   até  O,  se  é  a<  1. 

Seja  primeiramente  o>  1. 
L 
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Viu-se  na  Aritlimetica  que  as  potencias  de  expoente  inteiro  e  as  raizes  dos  números 
maiores  do  que  a  unidade  são  também  maiores  do  que  a  unidade;  logo,  se  /*  representar  um 
numero  i-acional  positivo,  é  «''^1.  Se  h  representar  um  numero  irracional  positivo  e  /m,  h-i, 
etc.  representarem  os  números,  menores  do  que  /;,  que  entram  na  sua  definição,  temos  ainda 
«*>  1,  por  ser  «*>«  ">  1. 

Em  virtuda  d'esta  desegualdade,  a  fórmula  (1)  dá  «'^^+''>a^;  por  onde  se  vê  que  a  expo- 
nencial cresce,  quando  o  expoente  cresce. 

Para  demonstrar  que  o^'  tende  para  :r,  quando  x  tende  para  <x;  basta  notar  que,  cha- 
mando m  o  maior  inteiro  contido  em  x,  temos 

a^ya'",  a"'  =  (l  +  a  — 1)'"=  1  +  m  (a— 1)  +  .  .  .; 

por  onde  se  vê  primeiramente  que  a™  tende  para  co,  quando  m  tende  para  cc,  e  depois  que 
a^  tende  para  oc,  quando  x  tende  para  <x. 

Para  demonstrar  que  «*  tende  para  O,  quando  x  tende  para  —  co,  basta  notar  que,  quando 

X  é  negativo,  o  denominador  de tende  para  oe. 

Para  considerar  o  caso  de  ser  «<!,  basta  pôr  «=—6  notar  que,  por  ser  J>1,  o  deno- 

1 
minador  de  yr  cresce  desde  O  até  co,  quando  x  cresce  desde  — co  até  cc. 

III.    Quando  x  tende  para  zero,  a''  tende  para  a  unidade. 

Seja  primeiramente  «>!.  ^ 

Se  a;  é  positivo,  temos,  pondo  x= —  e  chamando  m  o  maior  inteiro  contido  em  t, 

1        _    ±  ' 

a^—  1  =  a '  —  1  ^  a  '"  —  1 . 


<' 


Mas  da  desegualdade 


tira-se 

rt™  —1 < 

m 

D'esta  desegualdade  conclue-se  que  a'"— 1  tende  para  zero,  quando  m  tende  para  o  infi- 
nito; e  da  primeira  conclue-se  depois  que  a'—  1  tende  para  zero,  quando  x  tende  para  zero. 
Quando  x  é  negativo,  ponha-se  a;  =  — y,  o  que  dá  a  egualdade 

ay—l 
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da  qual  se  tira   ainda   o   principio   enunciado,   visto  que,    quando  x   tende  para  O,   a'J  tende 
para  1. 

Para  demonstrar  o  theorema,  no  caso  de  ser  a<l,  basta  pôr  a  = -y-  e  notar  que,  por  ser 

é>l,  j^  tende  para  1,  quando  x  tende  para  0. 

IV.   A  fxtncqão  a"  é  continua,  qualquer  que  seja  x. 
E  o  que  resulta  da  egualdade 

a^+i>  —  a^=  a^  (a*—  1), 

a  qual,  attendendo  a  que   a*  tende  para  1 ,  quando  h  tende  para  O,    mostra  que  a^-*  tende 
para  o*. 

43.     Entre  as  funcções  exponenciaes  tem  principal  importância  em  Analyse  a  que  tem 

para  base  um  certo  numero,  que  vamos  definir. 

/'  1  \ »         .  .      . 

Consideremos  a  expressão  |l~r  — )     e  seja  n  um  numero  inten"0. 

Temos,  desenvolvendo  este  binómio, 

/._  n"_l_1    •   "("-^^     1    ,  n{n-\){n~2)   J_^ 
V   ■    n)    ~      ■      ^      1.2      'n*    '  1.2.3  '  «^    ■  ••• 

^"  '  1.2  '    1.2.3   '  •••^-      2       2-'        ' 

e  portanto,  sommando  os  termos  da  progressão  que  entra  no  ultimo  membro  d'esta  desegual- 
dade, 

(A)  fl^i)"<3- 


n 


Por  outra  parte,  a  desegualdade 
(l-fò"-! 


(l-a/'-'+(l-a/'-í^...^l<n. 


(l-a)-l 
que  tem  logar  quando  «  <  1 ,  dá 

(1  — a)">l  —  na 
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e  portanto,  pondo  a=— -i 


ou 


1  X"  1 

n-  /  n 


'+l)">(-r' 

ou 

'+4)->(^)-=0+^_V)-'- 

Esta  desegLialdade  e  a  desegiialdade  (A)  mostram  que  ÍIH j     cresce   indefinidamente 

com  n  e  que  não  pôde  exceder  o  numero  3;  logo  tende  para  um  numero  determinado,  que 
se  representa  peia  lettra  e.  Este  resultado  coincide  com  o  que  se  demonstrou,  por  outro  pro- 
cesso, no  n."  30. 

Vamos  agora  mostrar  que  a  expressão  considerada  tei\de  ainda  para  o  mesmo  numero  e, 
quando  n  tende  para  o  infinito  passando  por  uma  serie  qualquer  de  números  racionaes  ou 
irracionaes,  positivos  ou  negativos. 

Seja  n  positivo  e  sejam  m  e  »)  + 1  dois  números  inteiros,  entre  os  quaes  n  está  compre- 
hendido.  Teremos 

l\m  l  1\„  /  |\  ,,,+1 


e  depois 


ou 


1     \ "'      /        1  \ «     /       1  \  '"+í 

TO  + 1  /  \         n  I         \         ml 


1      \  m+l 


'    TO+1 

o  primeiro  e  o  ultimo  membro  d'esta  desegualdade  tendem  para  e,  quando  m  tende  para 

/  1  \  " 

o  infinito.  Logo  a  expressão   ( 1  -f  — 1     tende  também  para  e. 
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Se  n  é  negativo  e  egual  a  — m^  temos  aiiula 

lim(l+l)"=lim(l-i)-""=lim(-^ 

\  «»— 1/  „,=a.   \  TO—]/  \  TO  — 1/ 

Póde-se  calcular  o  valor  de  e,  com  a  approximação  ([ue  se  quizer,  dando  a  n  os  valores 
1,  2,  'à,  .  . .;  adiante  será  dado  porém  outro  modo  de  o  calcular,  preferível  a  este.  Vem  assim 
e  =  2,718281... 

46.  Funcção  e'-+"J.  — Seja  e  o  numero  que  vimos  de  considerar.  A  definição  de  e-,  no 
caso  do  ser  z  =  x-\-ii/,  deve  ser  tal  que  se  recaia  na  exponencial  de  expoente  real,  quando  é 
^  =  0,  e  que  tenha  logar  o  principio  fundamental  (1).  A  estas  condições  satisfaz  e'^+"',  quando 
se  define  pela  egualdade,  devida  a  Euler ; 

(2)  e^+'!'  =  c*  (cos  ?/  +  {  sen  y) . 

Com  eíFeito,  temos,  pondo  z  =  x-\-ii/^  z'^x'-\-{y', 

e' .  e''  =  e'  (cos  y-{-i  sen  y) .  e''  (cos  y'  -\-  i  sen  y') 
=  e'+^'  [cos  (y  +  y')  +  i  sen  (y  +  y')]  =  e'+-". 

Adiante  definiremos  a',  no  caso  de  a  representar  uni  numero  positivo  differente  de  e. 

I.  Da  equação  de  definição  decorre  logo  uma  propriedade  importante  da  exponencial  de 
expoente  imaginário,  a  saber:  a  sua.  periodicidade.  Com  eifeito,  por  ser 

e'+^'"  =  é'  [cos  (y  +  2k-)  +  i  sen  {y  +  2A^)] 
=  e*  (cos  ?/  + 1  sen  y)  =  e', 

quando  k  é  inteiro,  conclue-se  que  a  exponencial  toma  o  mesmo  valor,  cada  vez  que  z  augmenta 
de  2i~. 

Do  mesmo  modo  se  vê  que  a  exponencial  toma  o  mesmo  valor,  com  signal  contrario,  cada 
vez  que  z  augmenta  de  ti:. 

II.  Do  que  precede  resulta  também  que  todo  o  imaginário  se  pôde  exprimir  debaixo  da 
forma  de  exponencial.  Com  efleito,  temos,  p  sendo  o  modulo  e  d  o  argumento  de  z^ 

x-\-  iy=p  (fios  6  +  i  seu  6}  =  oe' '. 
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III.   Por  ser 

e  por  d',  cos  ã;^  sen  ^  tenderem  respectivamente  para  1,  1,  O,  quando  h,  %  l:  tendem  para  O, 
como  se  viu  no  n."  44-III  a  respeito  de  i,  e  na  Trigonometria  a  respeito  de  sen  k  e  cos  k, 
vê-se  que  é 

iim  e''+"'=l. 


Temos  porém 

Logo 


gi+i+iíy+í)  _  gi-+í!/_gíi+íí:_ 


Iim   6^+*+''!'+''' =e-^+'*. 


A  funcqão  exponencial  e-  é  pois  continua,  qualquer  que  seja  z. 

47.  Logarithmos  reaes.  —  Consideremos  agora  a  funcçào  inversa  da  exponencial  e", 
isto  é,  a  funeção  y  ligada  com  x  pela  equaçíio 

X  =  ey, 

e  supponhamos  que  x  é  uma  variável  real,  positiva  ou  negativa. 

A  y  chama-se  logarifhino  nejoeriano  de  x,  em  honra  de  Neper  (*j,  o  fundador  da  theoria 
dos  logarithmos,  e,  para  o  representar,  emprega-se  o  signal  logíc.  Também  se  lhe  dá  o  nome 
do  logarithmo  natural  e  o  de  logarithmo  hyperbolico. 

I.  ^4  variável  y  é  uma  funeção  definida  de  x,  que,  quando  x  varia  desde  O  até  cc,  varia 
desde  —  cc  até  co. 

Com  effeito,  por  ser   e''  uma    funcçào  continua  de  y,  que  varia  desde  O  até  cc,  quando  y 


(')  Foi  Neper,  geometra  inglcz  que  viveu  no  século  xtii,  o  principal  inventor  e  fundador  da  theoria  dos 
logarithmos,  á  qual  consagrou  duas  obras,  uinu  das  quaes,  uúitiúada  Mei'ijici  lugarithtnonan  ranoiíis  descrij/lío, 
foi  publicada  om  1G14,  e  a  outra,  intitulada  Merifici  logariihmorum  constructio,  foi  publicada  em  1620.  A 
base  dos  logarithmos  considerados  prinieiraniente  por  Neper  não  coincide  nem  com  e  nem  com  10,  mas  em 
breve  reconheceu  a  vantagem  de  adoptar  como  base  este  ultimo  numero.  Briggs  publicou  em  1G24  as  pri- 
meiras tahoas  de  logarithmos  de  base  10,  aos  quaea  se  dá  o  nome  de  logarit/imns  vulgares.  Leibnitz  e  João 
Heruoulli,  principalmente  este  ultimo,  em  um  trabalho  intitulado  Principia  calciiH  exponendalis,  publicado  no 
volume  correspondente  a  1697  das  Acta  eruditorum,  relacionaram  o  calculo  exponencial  com  o  logarithmico. 
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varia  desde  — oo  até  os,  ae  a  a;  dermos  lun  valor  positivo  a,  a  y  deve  corresponder  (n.°  37-2.") 
um  valor  b,  tal  que  ê  =  a,  e  só  um,  visto  que  a  valores  deseguaes  de  y  correspondem  valores 
deseguaes  de  x.  Além  d'isso,  a  «  =  0  corresponde  (n."  4-t-II)  y  =  —  oo,  a  ,r  =  oc  corresponde 
?/=<x,  e  a  e!'>e!''  corresponde  y^y-  De  tudo  isto  resulta  o  theorema  enunciado. 

II    Se  X  e  x'  representarem  dois  números  positivos,  temos 

log  (xx')  =  log  X  -]-  log  x', 

log  ^  =  log  as  — Ioga;', 

loga;"'  =  ínlog«. 

As  demonstrações  das  duas  primeiras  egualdades  e  a  da  terceira,  quando  m  é  um  numero 
racional,  são  bem  conhecidas  desde  os  Elementos -d'Algebra. 

Se  m  é  um  numero  irracional  e  nii,  m^,  . .  .,  mi,  .  .  s<ão  os  números  racionaes,  inferiores 
a  m,  que  entram  na  sua  definição,  temos 

77!, 

logx     =?)iíloga;_, 

e  portanto 

m,         m,  log  X 
X     =e  , 


e,  no  limite. 


m        í?!loga; 
X    =e 


Logo 

Ioga;'"  =  m  Ioga;. 

III.  Afuncção  Ioga;  ê  continua,  quando  a  variável  x  é  positiva  c  differente  de  0.  No  ponto 
O  afuncção  logx  é  infinita. 

Esta  proposição  resulta  da  egualdade 


log(a;  +  A)-loga;=log(l+A)=Alog(l  +  A) 
cujo  ultimo  membro  tende  {a."  45)  para  O,  quando  h  tende  para  0. 


t 
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IV.  Temos,  pondo  :c^a'J  e  representando  por  Ioga  ^  o  logarithmo  de  x  na  base  a, 

\ogaX  =  y,  \ogx^y\oga, 
«  portanto 

loga3 


Ioga  X  = 


Ioga 


Passa-se  jiois  do  logarithmo  neperiano  de  x  para  o  logarithmo  de  x  na  base  a,  dividindo  o 
logarithmo  neperiano  de  x  pelo  logai-ithmo  neperiano  de  a. 

48.     Logarithmos    imaginários.  —  Consideremos    agora    a  funcção    u    determinada    pela 
equação 

3  =  6", 

onde  z  e  it  representam  quantidades  reaes  ou  imaginarias. 
Suppondo 

z  =  a;  +  íy  =  p  (cos  co  +  i  sen  oj),  w  =  «  -p  í^, 
temos  a  equação 

p  (cos  cu  +  í  sen  (o)  =  e""'  'P  =  e''  (cos  P  -f  i  sen  P), 
que  dá 

p  cos  tu  =  e^  cos  ,3,  p  sen  w  =  e^  sen  p, 

d"onde  se  tira,  por  serem  a  e  Jj  reaes, 

e-^  =  p-,  cos  O)  =  cos  p,  sen  co  =  sen  ,3, 
ou 

a  =  log  p,  ,3  =  CO  +  2^7:, 

onde  é  (o<2-  e  k  égua!  a  zero  ou  a  um  numero  inteiro,  positivo  ou  negativo,  qualquer. 
Temos  pois 

(a)  «  =  log  ((3))  =  log  p  ^  i  (o,  +  2kr\ 

empregando,  como  Caucliy,  o  signal  log((N))  para  designar  todos   os  logaritlimos   de  N   e  o 
signal  logN  para  designar  o  logaritlimo  real. 
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O  valor  de  o  tjiie  entra  nesta  egiialdade  é  dado  pela  f('innula 


e  o  valor  de  (o  é  dado,  sem  auiliigiiidade,  jior  duas  quaesquer  das  fórmulas 

V  *  .       y 

(I,  =  are  sen  — ,  (o  =  are  cos  — ,  o  =  are  tang  — 

I.  Se  z  for  um  numero  real  positivo,  e  cu  =  0,  e  vêse  pela  fórmula  preeedente  que  o 
logarithmo  de  z  tem  um  valor  real,  correspondente  a  /v  =  0,  e  um  numero  infinito  de  valores 
imaginários,  i'orrespondentes  aos  outros  valores  de  k.  Em  todos  os  outros  casos  o  logarithmo 
de  z  tem  um  numero  infinito  de  valores  imaginários,  e  nào  tem  valor  real. 

Cada  uma  das  expressões  que  se  obtêem  para  u.  dando  a  k  um  valor  determinado,  é  um 
ramo  da  funcção  log  ((zi).  Cada  ramo  é  uma  funcçào  definida  de  z,  a  qual  no  ponto  2  =  0 
se  torna  infinita.  Quando  z  é  um  numero  real  positivo,  a  functvào  tem  um  ramo  real  e  um 
numero  infinito  de  ramos  imaginários;  nos  outros  easos  só  tom  ramos  i.uaginarios. 

II.  A  egualdade  fundamental 

log((z))  +  log((s'))  =  log(K)) 

tem  logar  para  todos  os  valores  do  logarithmo,  como  se  pôde  ver  pelo  mesmo  processo  que 
no  caso  das  variáveis  reaes.  Os  logarithmos  que  entram  nos  dois  membros  d'esta  egualdade 
podem  todavia  corresponder  a  valores  differentes  de  k. 

III.  Cada  um  dos  ramon  da  funcção  log((z))  é  uma  funcção  continua  de  z,  fxcepto  no 
ponto  z  =  0. 

Com  efteito,  temos,  para  cada  ramo, 


2    "  x^  +  y 

+  ;  (are  tang |±,^-arc  tang -J 


'  x-\-h 
Quando  hei  tendera  para  zero,  temos 


lira    logi^±^4±%±i^  =  0, 
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e,   dando   a.   Ji   e   I  valores   tão   pequenos   que  x-^rh  tenha    o   signal   de  x  e  y  +  ?  tenha  o 
signal  de  y, 


,.     í  v  +  ^  y 

hm    I  are  taner  - — .-  —  are  tang  — 
i.  í=o  V  °  x-\-h  X 


Iq(* fl'fl 

=  hm  are  tang ,   ,,   , ; — -—r^  =  O, 

visto  que  os  dois  arcos  que  entram  no  primeiro  membro  d'e3ta  fórmula  estão  comprehendidos 
no  mesmo  quadrante. 
Temos  pois 

hm  log(z-;-A  +  i7)  =  logz, 
A,  ;=o 

d'oude  se  tira  o  theorema  enunciado. 

49.  Funcçào  x^.  — Sejam  x  a  a  quantidades  reaes  e  seja  além  d'is30  x  positiva.  Se  a  é 
egual  a  um  numero  racional  — ,  a  funeção  x"  é  algébrica;  se  a  é  irracional,  a  funcçào  x"  é 
transcendente.  Em  ambos  os  casos  temos  a  egualdade 

X"  =  6"  '"»  ", 

da  qual  se  deduzem   as  seguintes   propriedades   do  ramo    d'esta  funeção   correspondente  aos 
valores  reaes  de  log  x: 

I.  Quando  x  cresce  desde  O  até  c»,  x"  cresce  desde  O  a/é  cc,  se  é  a>0,  e  decresce  desde 
oo  até  O,  se  é  a  <  0. 

Com  eífeito,  quando  x  cresce  desde  O  até  oo,  log  x  cresce  desde  —  oc  até  oc,  e  portanto 
gaiogx-  cresce  desde  O  até  cc,  quando  é  a>0,  e  decresce  desde  cc  até  O,  quando  é  a<0. 

II.  O  proãucto  de  dois  valores  da  funeção  é  dado  pela  fórmula 

x''.x''  =  {xxy. 
Temos,  oom  eíFeito, 

a?» .  a;'"  =  e"  '^s  *' .  e" '"«  '^'  =  e"  '»s  <•""')  =  (xx')". 

III.  A  funeção  x"  é  continua  em  qualquer  dos  pontos  considerados,  exceptuando  o  ponto 
33  =  0  quando  a  é  negativo.  N'este  po7ifo  a  funeção  torna-se  infinita. 

Viuse,  com  eíFeito,  no  n."  47  que,  quando  é  x>0,  a  funeção  Ioga;  é  continua;  portanto 
também  é  continua  (n.°  36-3.")  a  funeção  de  funeção  e"'"?*. 
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No  ponto  x  =  0  ii  funcçào  .r"  c  infinita,  quando  a  negativa;  quando  porém  a  ú  pusitivo, 
goiogA;  tende  para  O,  quando  a  tunde  para  O,  e  a  fiincçào  x"  6  ainda  continua. 

50.  Funcção  z".  — •  Estudemos  agora  a  funoção  z",  onde  z  a  a  representam  quantidades 
quaesquer,  reaes  ou  imaginarias,  e  consideremos  tantu  os  valores  reaes  como  os  valores  ima- 
ginários da  funcçào. 

E  conhecida  desde  o  n.°  11-IV  a  significação  de  z",  quando  d  representa  um  numero 
racionai  qualquer,  e  sabe  se  que  é 

z"  =  p"  [cos  a  (8  +  2^-i:)  +  i  sen  a  (6  +  2kT:)], 

p  e  6  representando  o  módulo  e  o  argumento  de  z  e  k  um  inteiro  qualquer,  positivo  ou  nega- 
tivo. No  caso  de  «  ser  irracional  tomase  esta  egualdade  para  definição  de  z".  A  funcção 
2"  goza  das  propriedades  seguintes: 

7)1 

T.  Se  a  é  racional  e  egual  a  — ,  a  funcção  z"  tem  n  ramos  (n."  11-IV),  que  corres- 
pondem a.  k  =  0,  1,  2,  . .  . ,  n —  1 .  Se  «  é  irracional,  a  funcção  tem  ura  numero  infinito  de 
ramos.  Se  z  é  real  e  egual  ao  numero  positivo  Xj  é  6  =  0;  e  s"  tem  um  ramo  real  positivo,  cor- 
respondente a  Â;  =  O,  que  foi  estudado  no  numero  anterior,   e,  no  caso  de  a  ser  uma  fracção 

,  m 

irreductivel  • —  de   denominador   par,    tem   ainda  íítji   ramo  real  negativo,   correspondente    a 

II.  Por  ser  (n."*  46  e  48) 

gU  log  ((.))_  ga  [log  p  +  (O  +  ikr.)  i] 

=  p"  [cos  a  (6  +  2A-x)  +  i  sen  a  (6  +  2A-~)], 
temos  a  relação 

2»  =  gn  log  (U)) 

que  pôde  servir  para  definir  z'\  quando  a  é  imaginário. 

III.  Das  egualdades 


tira-se  a  segumte: 


2"  =  e" '"«  "-",     z'''  =  e'''''í'(^'" 


2" .  z'"  =  {zi'Y. 
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Os  valores  das  potencias,  que  entram  nos  dois  membros  d'esta  egualdade,  podem  corres- 
ponder a  valores  diffc^rentes  de  k. 

IV.  Vê-se,  como  no  caso  das  variáveis  reaes,  que  cada  ramo  da  funcçào  z"  é  uma  funcçâo 
continua  de  z^  exceptuando  o  ponto  z  =  0  quando  a  parte  real  de  a  é  negativa. 

51.  Fiatcção  a'.  —  A  funcç-ão  exponencional  a'  foi  já  estudada  no  caso  de  a  ser  positivo 
e  2  real  e  no  caso  de  ser  a  =  e  e  z  imaginário.  No  caso  geral  temos  (*) 

Ioga  representando  o  ramo  de  log((a))  correspondente  a  um  valor  particular  qualquer,  dado 
a  A-;  e  esta  egualdade  fez  ver  que  é 

e  que  a  funcção  considerada  é  continua. 

52.  Funcções  circulnren.  —  As  fuiicções  circulares  sen  a;  e  cosx  foram  estudadas  na  Ti-i- 
gonometria,  onde  apparecem  como  auxiliares  para  a  resolução  dos  triângulos  (-). 

I.   As  suas  propriedades  fundamentaes  são,  no  caso  dos  arcos  reaes,  as  seguintes: 
1.*  Sendo  a  eh  dois  arcos  reaes,  temos 

sen  (a  +  &)  =  sen  a  cos  h  +  cos  a  sen  h, 
cos  (a  +  Z>)  =  cos  a  cos  h  —  sen  a  sen  h. 

É  o  theorema  de  aãdiçào  das  funcções  sen  a;  e  cosx. 

2."  As  funcções  seníc  e  cosa;  sã,o  periódicas,  isto  é,  tomam  o  mesmo  valor  cada  vez  que 
o  arco  augmenta  de  2r.  Quando  o  arco  augmeuta  de  ~,  tomam  o  mesmo  valor  absoluto,  mas 
mudam  de  signal 

3."  Entre  as  funcções  sen  a;  e  cosx  existe  a  relação 

sen^  a;  +  cos- a;  =  1. 


(I)  Sobre  o  caso  em  que  a=l,   o  qual  tem  algum  interesse,  pôde  ver-se  um  artigo  publicado  no  tom.  ii 
das  nossas  Obras  sobre  Mathematica. 

(';  A  theoria  das  razões  trigonométricas  foi  a  principio  um  capitulo  da  Geometria  elementar.  Foram 
João  Bernoulli  s  Euler  os  fundadores  da  tbeoria  analytica  destas  quantidades,  por  meio  da  qual  se  reduziu 
o  calculo  trigonométrico  ao  calculo  logarithmico  e  exponencial. 
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II.   As  fórmulas  do  n."  46 : 

e"=  =  cos  x-\-i  sen  x,     e—"-'  =  cos  x  —  i  sen  x 
(Lão  as  expressões  seguintes  das  funcções  seno  e  coseno : 


cos  X  = -: ,  sen  x  = 


2        '  '=" 2i       ' 

por  meio  dos  quaes  Euler  reduziu  o  calculo  trigonométrico  ao  calculo  exponencial. 

III.  Estas  relações  levara  a  introduzir  na  Analyse  os  senos  e  cosenos  de  arcos  imaginários. 
Representam-se,  com  efFeito,  pelas  notações  sen(a;  +  í?/)  e  cos(£e  +  iy)  as  funcções  que  resul- 
tara de  substituir  nas  fórmulas  precedentes  x  por  x-\-iy,  a  saber: 

cos  z  =  cos  {x-{-iy)  = 2 = 2 ' 

e'-  — «-'■'       e-y+^  —  (}>-''' 
sen  z  =  sen  (x  4- 1?/)  = ~. = ^. 

A  primeira  d'esta8  fórmulas  dá 

gi  (z+z')  _{_  e-i  U-4-r')  giz  giz'  -f-  g-<z  g-iz' 


COS  (z  +  z')  = 


2  2Í 

(e«  +  e-'-)  {e"'  +  e-'-')  +  (e'-  —  e-''*)  (e-'-'  —  e-'-) 


ou 


cos  {z-\-z')  =  cos  z  cos  z'  —  sen  2  senz'. 
Do  mesmo  modo  a  segunda  dá 

sen  (z  +  z')  =  sen  z  cos  s'  +  cos  s  sen  z'. 

Vê-se  pois  que  os  senos  e  os  cosenos  de  arcos  imaginários  gozam  da  propriedade  expressa 
pelo  theorema  de  addição. 

Das  fórmulas  que  servem  de  definiçcão  a  senz  e  cosz  Ji'"a-se  também  facilmente  a  egual- 
dade 

sen-z-|-cos-z=  1. 
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IV.   Seja  k  um  numero  inteiro  positivo.  Desenvolvendo  a  potencia  de  grau  A:  dos  binómios 
que  entram  nos  primeiros  membros  das  egualdades 

(cos  z-\-i  sen  z)*  =  (e")''  =  e''*  =  cos  kz-r  i  sen  kz, 
(cosz  —  isenz)^"=  cosí;2  —  isenA:z, 

e  sommando  e  subtraindo  as  egualdades  resultantes,    membro   a  membro,    obtêem  se  as  fór- 
mulas seguintes,  dadas  por  João  Bernoulli  em  1701  nas  Acta  eruãitorum: 


,        ,       1.  ,  k(k-l){k-2) 

sen  kz  —  k  cos'"'  z  sen  z ^ —      '     

1.2.0 


cos*"^z  sen^z 


k[k-\)...{k-\)      ,  .       . 


^    -   ., — -T-^ cos'"^  sen"  z  —  .  .  . , 

1.2.3.4.0 


,  k(k   \)  ,  g  9 

cos  kz  =  cos''  z \j — = — -  C08*~-  z  sen-  z 


kik-l)(k-2)(k-3)        .    ,  , 
,    „  „    ■ cos*-*  z  sen*  z  — . 


V.  Pondo  03^0  nas  expressões  de  senz  e  cosz^  vem 

...     e-y+ey       ,.  .     e-y  —  ey 

cos  {ly)  =  — 2 — >  sen  {ly)  = ^. 

As  funcções  — isen(i^)  e  cos  (iy)  têem  o  nome  de  seno  hyperbolico  e  de  coseno  hyperholico 
à&y. 

VI.  Por  ser  a  exponencial  uma  funeção  continua,  qualquer  que  seja  z,  e  por  serem  senz 
6  cosz  sommas  d'exponenciae8,  podemos  enunciar  o  tlieorema  seguinte: 

As  funcções  sen  z  e  cosz  são  continuas,  qualquer  que  seja  z. 

VII.  A  funcçào  senz  é  nulla  nos  pontos  que  satisfazem  á  equação 

e'--  —  e-''  =  0, 

ou 

cy  (cos  x-^i  sen  a;)  —  e^»'  (cos  a;  —  t  sen  a-;  =  O, 

ou 

cos  a;  (e~y —  ey)  +  í  sen  x  {e~y  -~  e->')  =  O, 
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que,  por  ser  a  expressão  e-y-\-ey  sempre  positiva,  dá  sen  x  =  0,  e~y  =  ey^  e  portanto  ;/  =  0, 
a;  =  0,  ±r.,  ±2r,  ±3r,  ... 

Vê-se  pois  que  a.  funcção  senz  só  é  mdla  nas  j)ontos  z  =  0,  +~,  i  2-,  +  S-,  .  .  . 

1  3 

Do  mesmo  modo  se  vê  que   a  funcção   cosz   sú  é  nulla  nos  pontos  z  =  +-^-,  i-^"  ~i 

-1-  5 

VIII.   A  tangente  de  z,  a  eotangente  de  z,  etc.  são,  quer  z  seja  real  quer  seja  imaginário, 
definidas  pelas  relações 

sen  z  cos  z 

tangz  = ,  cotangz= ,  etc, 

°        cosz  senz 

e  vê-se  que  a  primeira  é  continua,  excepto  nos  pontos    que  satisfazem  á  condição   oosz  =  0, 
que  a  segunda  ó  continua,  excepto  nos  pontos  que  satisfazem  á  condição  senz  =  (),  etc. 

S3.     Fimcções  circulares  inversas.  —  Suppondo  que  na  relação 

giU  _j_  g-ÍU 

TT =  COS  U  =  Z 


se  conhece  cos  u,  isto  é,  z,  podemos  achar  iij  isto  é,  are  cos  z. 
A  equação  precedente  dá,  com  effeito, 


g2.«_2ze'«  +  ]  =0; 


logo  será 


d'onde  se  deduz 


e'«  =  z+  \''z-—l, 


u  =  are  cos  z  =  -^  log  ((z  +  V  a-  —  1))) 


onde  se  deve  substituir  o  logaritlimo  neperiano  pela  sua  expressão  achado  no  n."  48. 

Esta  fórmula  dá  todos  os  valores  do  are  cos  z  e  mostra  que  esta  funcção  tem  um  numero 
infinito  de  ramos  (n."  48). 

Baseando  se  em  que  toda  a  funcção  de  outra  funcção  continua  é  também  continua  e  em 
que  não  existe  valor  algum  de  z  que  annnlle  z+  Vz- — 1,  vêse  que  os  ramos  da  funcção 
are  cosz  são  funcções  continuas  de  z,  qualquer  que  seja  z. 
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Do  mesmo  modo  se  acham  as  fórmulas 

are  sen  z  =  -r-  log  {{iz  +  vi  —  z-)), 
arctangz  =  llog^('^))- 

Cada  uma  das  fuucções  precedentes  tem  um  numero  infinito  de  ramos.  Os  ramos  da  pri- 
meira são  fimcçõtrs  continuas  de  z,  qualquer  que  seja  z;  os  da  segunda  sào  funcções  conti- 
nuas de  z^  excepto  nos  pontos  i  e  —  i  onde  se  tornam  infinitos. 

A  descoberta  da  ultima  fórmula,  feita  por  João  Bernoulli,  foi  o  primeiro  passo  para  a 
reducçào  do  calculo  trigonométrico  ao  calculo  logarithmico  e  exponencial. 


CALCULO  DIFFEREXCIAL 


CAPITULO  I 

ZNoções  preliminares 

I 

Xoção  de  infiiiitaiuente  pequeno  e  de  deriradji 


#54.  Chama-se  quantidade  infinitamente  pequena  toda  a  quantidade  variável  que  tende 
para  o  limite  zero. 

Sejam  a  uma  quantidade  infinitamente  pequena  e  p  uma  quantidade  ligada  com  a  de  tal 
modo  que,  quando   a  tende  para   o  limite  zero,  ,3  tenda  também   para  este  limite.   Se,  ii'este 

e 

caso,  —  tende  também  para  zero,  diz-se  que  ^  é  infinitamente  pequeno  de  ordem  superior  u  n  rela- 

""  .3 

(ivamente  a  a.  Se  porém  -^  tende  para  um  limite  determinado   A,    differente  de  zero,  diz-se 

que  |3  é  infinitamente  pequeno  de  ordem  n  relativamente  a  a.  N'este  ultimo  caso  podemos  escrever 

a»  ' 

onde  a  quantidade  s  é  infinitamente  pequena  ao  mesmo  tempo  que  a. 
D'esta  definição  resultam  iramediatamente  as  consequências  seguintes: 
1 ."  Se  duas  quantidades  infinitamente  pequenas  ^  e  ,3'  forem  respectivamente  da  ordem  n  e 

VI  relativamente  a  a,   o  seu  producto  será  da  ordem  n-\-m  e  o  seu  quociente  da  ordtm  n  —  m. 

N 


lOG 

Com  effeito,  das  equações  de  definição 

p  =  a"(A-f£),     i3'  =  (x™(B  +  £') 
deduz-se 

hm -!-í^ —  =  AB,     hm-;rH =  -Fr* 

a''+"'  '  iS'a"-"'       B 

2."  Se  uma  quantidade  infinitamente  pequena  P'  for  da  ordem  m  relativamente  a  |3,  e  esta 
da  ordem  n  relativamente  a  a,  a  primeira  será  da  ordem  n  x  m  relativamente  a  a. 
Com  eÔeito,  das  equações  de  definição 

p'  =  P"'(A  +  c),     p  =  a"(B  +  £') 
deduz-se 

lim^— =  AB"'. 

Exemplo   1."  —  Quando  um  aroo  é  infinitamente  pequeno,  o  seu  seno  é  um  infinitamente 
pequeno  de  primeira  ordem  relativamente  ao  arco.    Com  effeito,  sabe-se  pela  Trigonometria 

que tende  para  a  unidade,   quando  x  tende  para  o  limite  zero. 

Exemplo  2."  —  No  triangulo  rectângulo  ABC  a  differença  entre   a  hypothenusa  BC  e  o 
catheto  AC  é  infinitamente  pequena  de  segunda  ordem  relativamente  ao  angulo  BCA. 
Com  effeito,  chamando  a  o  angulo  BCA,  temos 

CB  -  AC  =  CB  (1  -  cos  a)  =  2CB  sen^  ^  a, 
e  portanto,  fazendo  tender  a  para  zero, 

,    CB-AC       1  ,.      ^^"^4"        1  ^_ 


\')- 


Deu-se  no  n."  36  a  definição  de  continuidade  das  funcções.  A  este  respeito  observaremos 
aqui  que,  empregando  a  linguagem  infinitesimal,  se  pode  dizer  que/' (a;)  é  uma  funcçào  continua 
de  X,  no  ponto  a,  guando  a  diffei-ença  f(a-j-h) — f{a)  é  infinitamente  pequena  ao  mesmo  tempo 
que  li. 

55.     Seja  f{x)  uma  funcçào  da  variável  real  x,  definida  na  visinhança  de  cada  ponto.  Se, 
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quando  h  tende  para  zero,  a  fracção 

,..  fix  +  h)-f{x) 

^^^  h 

tende  para  um  limite  determinado  f  (x),  qualquer  que  seja  a  serie  dos  valores  successivos 
pelos  quaes  passa  h,  quando  tende  para  zero,  a  este  limite  dá-se  o  nome  de  derivada  da 
funcção/(«)  no  ponto  x. 

Se  em  alguns  pontos  a  fracção  (1)  tende  para  o  infinito,  diz-se  que  a  derivada  é  infinita 
n'estes  pontos  e  finita  nos  outros. 

Se  em  alguns  pontos  a  mesma  fracção  não  tende  para  um  limita  determinado,  a  funcção 
ii'este8  pontos  não  tem  derivada.  No  que  segue,  quando  dissermos  que  uma  funcção  tem  de- 
rivada sem  especificar  os  pontos  em  que  isto  tem  logar,  deve  entender-se  que  a  funcção  tem 
derivada  em  todos  os  pontos  em  que  é  determinada. 

E  fácil  de  ver  que,  no  caso  de /(a;)  ser  uma  funcção  algébrica  inteira,  a  definição  de  de- 
rivada que  vimos  de  dar,  concorda  com  a  definição  dada  na  Introducção  (n."  41-1). 

Com  eflfeito,  a  fórmula  de  Taylor  dá  n'este  caso 

/fcMO-^  =/  W  + 1/" (»)  +  ...  +  j^/».  W, 
e  portanto 

Iim^"-±^^/i^  =/(.). 

Da  definição  de  derivada  deduz-se  immediatamente  o  seguinte  principio : 

Toda  a  funcção  que  tem  derivada,  é  continua  nos  pontos  em  que  a  derivada  não  é  infinita. 

Com  effeito,  da  egualdade 


deduz-se 

f(x  +  h)-f(x) 


-f'{x)  +  e, 


representando  por  z  uma  quantidade  infinitamente  pequena  com  h. 
Temos  pois  a  egualdade 

fix  +  h)-fix)  =  h{f{x)  +  ^], 

a  qual  mostra  que  a  differença /(x-f  ^)— /(a^)  é  infinitamente  pequena  ao  mesmo  tempo  que 
h,  quando  a  funcção  /'  (x).  é  finita. 
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Por  muito  tempo  se  julgou  que  toda  a  funcção  continua  em  um  intervallo  dado  tinha  nos 
pontos  d'este  intervallo,  exceptuando  um  numero  limitado  d'elles,  uma  derivada  finita.  Hoje 
sabe-se  que  isto  é  falso  e  conhecem-se  muitas  funcções,  continuas  em  todos  os  pontos  de  um 
intervallo,  que  não  admittem  derivada  em  ponto  algum  d'este  intervallo.  Adiante  será  dado 
um  exemplo  notável  d'estas  funcções  singulares.  As  funcções  consideradas  na  Ititroãucção 
têem  todas  derivada.  Veremos  isso  adiante,  assim  como  veremos  que  o  ramo  da  Analyse  que 
vamos  estudar,  dá  origem  a  um  numero  infinito  de  novas  funcções  que  satisfazem  á  mesma 
condição. 

56.  Considerámos  no  paragrapho  anterior  a  derivada  como  limite  da  razão  das  quanti- 
dades infinitamente  pequenas /(a; +  Ã)—/(a;)  e  h.  Introduzindo  a  noção  de  differendal,  pôde 
exprimir-se  a  derivada  pela  razão  de  dois  infinitamente  pequenos,  como  vamos  ver. 

Temos 

f{x-\-h)-f{x)  =  h[f{x)^,], 

onde  £  representa  uma  quantidade  infinitamente  pequena  com  h.  A  differença/faj-f/í— /(a-) 
compõe  se  pois  de  duas  parcellas  infinitamente  pequenas,  a  primeira  proporcional  a  /í  e  a 
segunda  infinitamente  pequena  relativamente  á  primeira.  A  parcella  proporcional  a  h  chama-se 
cUfferencial  da  funcção  f  {x)  e  representa-se  por  dfíx)  ou  por  dy  [pondo  y=fix)]-  Para  con- 
formidade de  notação,  representa-se  por  dx  o  infinitamento  pequeno  arbitrário  h.  Temos 
pois 

ãij=f'{x)ãx, 

onde  ãx  é  o  augmento  arbitrário  da  variável  independente  x  e  dy  é  a  parte  proporcional  a  dx 
do  augmento  correspondente  da  funcção  f{x).   A  derivada  f  {x)   é  o  qiiociente   de  dy  j)or  dx. 
Das  duas  egualdades  precedentes  tira-se  a  relação 

lim/í^±AWM^l 
í=o  dy 

entre  o  augmento  da  funcção /(cc)  e  a  sua  differencial. 

57.  Em   todo    este  livro   empregaremos,    para  representar   as  derivadas,    umas  vezes  a 

notação  y'  ou  /'  (x)  (notação  de  Lagrange),  outras  vezes  a  notação  -j-  (notação  de  Leibnitz). 

A  funcção /' (a;)  pôde  ter  também  uma  derivada,  que  se  representa  por/"  (a;),  eto.  Estas 

derivadas /"(a;), /'"(a;),  etc.  têem  respectivamente  os  nomes  de  derivada  de  segunda  ordem, 

de  terceira  ordem,   etc.    da  funcção   f{x).   Podem  também   ser  representadas   pelas   notações 

d-y     d^y  .  ■,.     . 

~1^'  TTT'  ^'^'-í  P°''  niotivo  que  adiante  veremos. 
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Foi  por  considerações  geométricas  que  se  chegou  á  noção  importante  de  derivada.  Vamos 
por  isso  entrar  por  um  pouco  no  campo  da  Geometria,  para  se  poder  ver  a  origem  d'esta 
noção  e  apreciar  assim  a  sua  importância. 


II 
3I('tho(lo  (los  limitos.  .Ilethodo  infinitesimal.  Oriuom  do  calculo  infinitesimal 


58.  Dá-se,  como  se  sabe,  o  nome  de  viethodo  dos  limites  ao  modo  de  determinar  quan- 
tidades, considerandoas  como  limites  d'outras  quantidades  conhecidas.  Viu-sejána  Geometria 
Elementar  a  importância  considerável  d'este  methodo,  por  meio  do  qual  se  resolveram  certas 
questões  relativas  ao  circulo,  ao  cyiindro,  ao  cone  e  á  esphera.  Aqui  vamos  fazer  ainda  duas 
applicações,  importantes  para  o  nosso  fim. 

I.  Consideremos  uma  recta  MM',  que  corte  uma  curva  em  dois  pontos,  e  supponhamos 
que,  quando  o  segundo  ponto  M'  tende  para  o  limite  M  (*),  a  recta  tende  para  um  limite  MT', 
e  que  este  limite  é  único,  qualquer  que  seja  a  serie  de  pontos  pelos  quaes  passe  M',  quando 
se  approsima  de  M.  A  esta  recta  MT'  chama-se  tangente  á  curva  no  ponto  M. 

Se  forem  y  =f(x)  a  equação  da  curva,  referida  a  eixos  rectangulares,  (x,  y)  e  (x-r  h,  y+k) 
as  coordenadas  dos  pontos  M  e  M',  6  e  a  as  inclinações  T'ML  e  M'ML  da  tangente  e  da  se- 
cante sobre  o  eixo  das  abscissas,  a  resolução  do  triangulo  rectângulo  LMM'  dará  a  egualdade 

M'L       k       f[x^h)-f(x) 
tausa  =  -^  =  ^  =  -- ^- , 

por  mtio  da  qual  se  determina  a  inclinação  da  secante  sobre  o  eixo  das  abscissas,  substituindo 

frx4-Ji) f(x) 

— — '■ — ^ — — —  pelo  seu  valor,  tirado  da  equação  da  curva. 

Mas,  quando  o  ponto  M'  tende  para  M,  h  tende  para  zero;  logo  temos  a  egualdade 

^      ,.      k       ,.    f(x  +  h)—f(x) 
tang  Ô  =  hm  -;-  =  iim*^  ,  > 

h  h 


(*)  Diz-se  que  uma  recta  fixa  é  o  limite  para  que  tende  uma  recta  variável,  se  o  angulo  das  duas  rectas 
tende  para  zero;  e  que  um  ponto  fixo  é  o  limite  para  que  tende  um  ponto  variavil,  se  a  distancia  dos  dois 
pontos  tende  para  zero. 
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por  meio  da  qual  se  determina  a  direcção  6  da  tangente,  substituindo  lim^k _Z pelo 

seu  valor,  tirado  da  equação  da  curva. 


O   T 


No  caso,  por  exemplo,  de  ser  ?/=  /R^  — cc"^,  ou  x^  +  y-=R-,    teremos,    mudando   x  em 
x-\h  e  y  em  y-\-k. 


ou 


e  portanto 


£c2  +  2xh  +  h^  +  if  +  2y\  +  A:"^  =  R-^ 


(2y  +  k)  k  +  {2x  +  h)h=  O, 


„      ,.      k  ,.     2x^h  X 

tang  e  =  um  -7-  =  —  lim  -=r-  -— r  = 

k  2y+k  y 


Temos  assim  o  coefficiente  angular  da  tangente  á  circumfereneia  ço  ponto  {x,  y). 

Foi  Descartes  quem  primeiro  considerou  as  tangentes  como  limite  das  posições  das  se- 
cantes, e  foi  também  este  grande  geometra  quem  deu  pela  primeira  vez  um  methodo  geral 
para  as  achar,  o  qual  foi  publicado  em  1637  na  sua  celebre  Geometria.  Outros  methodos 
foram  depois  empregados,  para  resolver  a  mesma  questão,  por  Fermat,  Roberval,  Sluse,  etc. 
O  mefhoào  de  tangentes  que  vimos  de  expor,  é  o  de  Fermat,  com  a  forma  simples  que  lhe  deu 
Barrow  nas  suas  Lectiones  geometricae,  publicadas  em  1679. 


II.  O  segmento  plano  AMPK,  comprehendido  entre  uma  curva  AM,  cuja  equação  é 
y^f{x\  f{x)  representandt)  uma  funcção  continua,  o  eixo  das  abscissas  e  duas  ordenadas 
AK  e  MP,  correspondentes  ás  abscissas  Xq  e  X,  pôde  ser  decomposto  n'outros  por  meio  de 
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rectas  parallelas  ao  eixo  das  ordenadas,  que  passein  por  >i  —  1  pontos,  compreliendidos  entre 
K  e  P,  cujas  abscissas  representaremos  por  xi,  Xi,  .  .  .,  a,-„_|. 


O 


c 

4^ 

H 

:i^ 

/h 

^- 

1 

J(    L 

S               P 

T              X 

o  segmento  ABLK  está  eomprehendido  entre  dois  rectângulos  cuja  base  é  KL,  cujas 
alturas  sào  eguaes  a  AK  e  DK,  e  cujas  áreas  são  portanto  eguaes  a  h{  f{x^  e  Ai  f{xi),  hi 
representando  o  comprimento  de  KL;  o  segmento  BCSL  está  eomprehendido  entre  os  rectân- 
gulos BHSL  e  ECSL,  cujas  áreas  são  eguaes  a  hif(x\)  e  hif(a>2),  hi  representando  o  com- 
primento de  LS;  etc.  Logo  o  segmento  considerado  AilPK  está  eomprehendido  entre  dois 
segmentos  planos,  cujas  áreas  são  eguaes  a 


(A) 


Jií  fi^o)  +hf  (Xi)  + . .  .  +  hnf{x„_i) 


(B) 


hl  f{xi)  +  hi  f(xi)  +...+  h„  /(X). 


Posto  isto,  chama-se  área  do  segmento  considerado  o  limite  para  que  tendem  estas  sommas, 
quando  as  quantidades  hi,  hi,  hs,  ...,  A„  tendem  todas  para  zero.  Admittimos  por  agora, 
como  postulado,  que  as  sommas  precedentes  tendem  para  um  limite  commum,  e  que  este 
limite  tem  um  valor  único,  qualquer  que  seja  o  modo  como  se  façam  as  divisões  successivas 
de  KP  em  partes  cada  vez  menores  (questão  de  que  adiante  nos  occuparemos). 

A  consideração  das  áreas  planas  como  limites  de  sommas  de  outras  áreas  infinitamente 
pequenas,  que  podem  ser  rectangulares,  como  precedentemente  se  suppoz,  ou  ter  outras 
formas,  está  contida  implicitamente  na  demonstração  por  exaustão^  dada  por  Archimedes,  o 
maior  geometra  da  antiguidade,  da  expressão  da  área  da  espiral  conhecida  pelo  seu  nome. 
No  século  Xvii  foi  este  modo  de  considerar  as  referidas  áreas  explicitamente  empregado,  com 
o  nome  de  methodn  dos  indivisiveis^  por  alguns  dos  mais  eminentes  geómetras  d'esse  tempo, 
como  Cavalieri  e  Torricelli,  na  Itália,  Huygens,  na  Hollanda,  Pascal,  Fermat  e  Roberval,  na 
França,  Wallis,  na  Inglaterra,  Gt.  de  Saint-Vincent  e  Sluse,  na  Bélgica,  etc,  os  quaes  obti- 
veram assim  o  valor  das  áreas  limitadas  por  algumas  curvas  importantes. 


Exemplo  1."  —  Se  a  curva  dada  for  a  parábola  de  ordem  m,  cuja  equação  é  ij  =  ax'",  m 
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presentando  um  numero  inteiro  positivo,  e  se  quizermos  aehar  a  área  do  segmento  piano 
limitado  por  esta  curva,  peio  eixo  das  abscissas  e  pela  ordenada  correspondente  á  abscissa  X, 
temos,  dando  a  Ai,  h-2,  .  . .,  h„  um  mesmo  valor  /;,  e  portanto  a  a-g,  ai,  Xi,  .  .  .,  X  os  valores 
Xq  =  0,  Xi=h,  x-2  =  2h,   ...,  'S.  =  nh,  e  considerando-se  S  como  limite  da  somma  (B), 

S  =  Hm  0^"'+*  (1"'  +  2"'  +  3'"  + . . .  +  n»), 

=  aX^+í  lim  Jl;  ; 

mas,  em  virtude  de  um  theorema  d'Aígebra,  do  qual  se  dará  adiante  uma  demonstração, 
temos 

l™  +  2"'  +  .  .  .  +  w'"  1 

hm 


1"'+*  Wi  +  1 ' 

logo 


S  =  a 


m+l 


Este  resultado  foi  descoberto  por  Cavalieri,  e  depois  por  Fermat  e  Wallis.   O  caso  par- 
ticular de  ser  m  =  2  tinha  sido  considerado  na  antiguidade  por  Archimedes. 
Se  a  curva  dada  for  representada  pela  equação 

y  =  aQ  +  aix  +  .  .  .+  a,„x"', 

acha-se  do  mesmo  modo,  suppondo  que  a  ordenada  ?/  é  positiva  no  intervallo  de  a;  =  0  a  a"  =  X, 

X2  X"'+* 

Este  resultado  suggeriu  a  Wallis  a  ideia  de  empregar  as  series  para  o  calculo  approxi- 
mado  das  áreas  planas,  representando  primeiramente  as  ordenadas  da  curva  por  uma  serie 
ordenada  segundo  as  potencias  das  abscissas,  e  levou  assim  Newton  e  outros  geómetras  da 
mesma  epocha  a  procurarem,  como  já  dissemos,  a  representação  por  series  das  principaes 
funeçSes- conhecidas  n'esse  tempo. 

Obtem-se,  como  é  faeil  de  ver,  o  mesmo  resultado,  considerando  S  como  limite  da 
somma  (A). 

Exemplo  2." — Consideremos  agora  a  hyperbole  cuja  equação  é  xy  =  a^,  e  procuremos 
o  valor  da  área  S,  limitada  por  esta  curva,  pelo  eixo  das  abscissas  e  por  duas  parallelas  a'o 
eixo  das  ordenadas,  tiradas  pelos  pontos  cujas  abscissas  são  eguaes  a  «q  e  X. 
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Pondo,  como  Fenuat, 

a-i  =x„{l+  £),  X2  =-  Xg  (1  -f  e)S   . .  . ,  x„_i  =  a-Q  (1  +  a)»-', 
£  sendo  uma  quantidHdo  tal  que 

(C)  íro(M-£)"  =  X, 

o  que  dá 

e,  considerando  S  como  limite  da  sorama  (A),  temos 

S  =  a'  lira  n  s. 

Póde-se  ver  agora,  ou  por  meio  da  tlieoria  arithraetica  dos  logarithmos,  como  os  geóme- 
tras que  primeiro  estudaram  esta  questão,  ou  por  meio  da  sua  theoria  algébrica,  que  vamos 
empregar,  que  S  ó  exprimivel  por  um  logarithmo. 

Com  effeito,  a  equação  (C)  mostra  que  s  tende  para  O,  quando  n  tende  para  cc,  e  dá 

^^_logX  — logarg 


log(l-fe)     ' 


1 

portanto  temos,  pondo  £  =  — > 


t3  =  a-  log  —  hm — j =  a-  log  —  iim 


a-„  E=o  log  (1  +  ej  xo  ,„^^  .„/,,! 


iog(l 


ou,  tomando  para  base  dos  logarithmos  considerados  o  numero  e,  definido  no  n."  4õ, 

S  =  a*log^^^ — 

Este  resultado  explica  o  motivo  porque  a  deteruiinaçào  da  área  da  hyperbole  levou  a  con- 
siderar os  logarithmos  de  base  e,  e  o  motivo  porque  a  estes  logarithmos  se  deu  a  designação 
de  hyperbolicos  (*). 


(')  Foi  G.  de  Saiiit-Vinceiít  quem  primeiro  se  occupou  da  deterininaçào  da  área  da  hypcrbole  e  foram 
os  resultados  a  que  chegou,  que  levaram  diversos  geómetras  a  descobrir  a  expressão  d'esta  área  por  loga- 
rithmos. 
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III.  Representemos  por  S  e  S  as  áreas  de  AKPJI  e  MPTE  e  por  X  e  /j  os  segmentos 
OP  e  PT.  A  área  5  está  evidentemente  comprehendida  entre  as  áreas  dos  rectângulos  MPTF 
e  GPTE,  e  temos  portanto  a  desegualdade 

hf{X)<h<:i>f{X+h), 

que,  por  tender /(X-|-^)  para  /'(X),  quando  /;  tende  para  O,  dá 


lim^  =  /(X), 


ou,  por  ser  3  o  augmeuto  da  área  S  correspondente  ao  augmento  h  de  X, 

Esta  expressão  da  derivada  da  área  S  relativamente  a  X  foi  descoberta  por  Newton  e 
Leibnitz. 

59.  O  methodo  dos  limites,  quando  se  determinam  as  quantidades  considerando-as  como 
limites  de  razões  ou  limites  de  sommas  de  quantidades  infinitamente  pequenas,  toma  o  nome 
de  methodo  infinitesimal.  Os  dois  principies  seguintes  facilitam  a  applicaçlo  do  methodo  infini- 
tesimal a  muitas  questões:  , 

1.°  Se  se  quizer  achar  o  limite  para  que  tende  a  razão  —  dt  duas  quantidades  infinita- 
mente jyequenas  a'  e  a,  e  se  as  quantidades  infinitamente  pequenas  ^'  e  [i  estiverem  ligadas  com 
a'  e  a  de  modo  que  seja 


lim-õj-  =  l,  lnuy=l. 


podemos  substituir  a!  por  ^'  e  a  por  ''^,  e  temos 


lim  —  =  lim 

a  p 


Com  eífeito,  temos  por  hypotliese 


--1  +  C'     -  =  1^£ 
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onde  e'  e  £  são  quantidades  infinitamente  pequenas  ao  mesmo  tempo  que  a'  e  a.  Logo  será 


e  portanto 


a        |3(l  +  £) 


Imi  —  =  Inn  -^^ 


2."  Se  as  quantidades  a,  u! ,  .  . . ,  a'"'  tenderem  para  zero,  quando  n  tende  para  o  injinilo, 
e  se  quizer  achar  o  limite  para  que  tende  n'este  caso  a  somma  d'estas  quantidades,  e  se  as  quan- 
tidades positivas  j5,  ^',  .  . . ,  ,3'"'  estiverem  ligadas  com  x,  a',  a",  etc.  de  tal  modo  que  seja 

lim-^=l,   lim  >,-=!)  '""  w=l>  ^^'^•i 
podemos  substituir  x  por  '^,  x  por  ,3',  etc,  e  vem 

lim  (a -L  a' 4- •••  +  «"")  =  lim  (3 -f  ?'+...+ P'"')- 
Com  effeito,  temos 

e  portanto 

a  +  x'  +  .  .  .+  a""  =  íi  +  P'  +  .  .  .+  p'«)  +  p£ +  ?'£'  +  .  .  .  pW£("). 

Mas,  suppondo  que  s  é  aqueila  das  quantidades  inlinitamente  pequenas  s.,  s',  s",  etc.  que 
tem  maior  valor  absoluto,  temos  (n."  ll-I)  a  desegualdade 

|P£  +  PV+...  +  3W£(n^l^|£J{P  +  P'  +  ...  +  p(n)), 

que,  quando  p  +  p'  +  ..  .   tende  para  um  limite  determinado  e  £  tende  para  zero,  dá 

lim  (plE  +  PV +  . .  .+ pw  £("))  =0. 
Logo  é 

lim(3í  +  a'  +  ...)  =  lim(,3  +  p'+   ••)• 

O  primeiro  dos  principies  precedentes  tem  applicaç.ào  nas  questi3es  da  natureza  do  problema  I 
do  paragrapho  precedente,  em  que  uma  quantidade  c  determinada  pelo  limite  da  razão  de  dois 
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infinitamente  pequenos.  O  segundo  tem  appiicação  nas  questões  ria  natureza  do  problema  II  do 
juesmo  paragraplio,  em  que  uma  quantidade  é  determinada  peio  limite  de  uma  8omnia  de 
infinitamente  pequenos.  Em  virtude  d'estes  princípios  podemos  substituir  os  infinitamente 
pequenos  que  entrem  n'uma  questão,  por  outros  que  a  simplifiquem. 

OO.     Para  appiicar   o   metliodo   infinitesimal  ás  questões   da  natureza  do  problema  I  do 

n.^^oS,  é  necessário  procurar,  para  as  diversas  funcções,  o  limite  para  que  tende  "^-^^ j —        , 

quando  /;  tende  para  0.  Somos  assim  levados  pela  questão  importante  da  determinação  das 
tangentes  ás  curvas  a  considerar  o  problema  de  calculo  qrte  tem  por  fim  achar  ns  derivadas 
das  funcções.  Este  problema  é  o  objecto  do  Calado  dijferencial. 

Em  segundo  logar,  para  appiicar  o  methodo  infinitesimal  ás  questões  da  natureza  do 
problema  II  do  n.°  58,  é  necessário  procurar,  para  as  diversas  fimcções,  o  limite  para  que 
tendem  as  sommas  (A)  ou  (B),  quando  ^i,  /ia,  .  .  .,  /;„  tendem  para  zero.  Somos  assim  levados 
a  outro  problema  de  Analyse :  determinar  a  funcção  que  é  o  limite  das  sommas  conside- 
radas. 

Vimos  no  n."  58-111  que,  se  a  funcçao /(.r)  é  continua,  o  limite  para  que  tende  S,  quando 
/i  tende  para  zero,  é  uma  funcção  de  X,  cuja  derivada  é  egual  a/(X).  O  estudo  da  questão 
anterior  leva  pois  a  considerar  o  problema  que  tem  por  fim  achar  as  funcções,  quando  se  conhe- 
cem as  suas  respectivas  derivadas.  Este  problema  é  o  objecto  do  Calculo  integral. 

O  Calculo  differencial  e  o  Calculo  integral  constituem  a  Analyse  infinitesimal,  cuja  des- 
coberta ó  devida  a  Newton  e  a  Leibnitz  A  determinação  das  tangentes  ás  curvas  e  a  quadra- 
tura das  áreas  planas  foram  as  duas  questões  que  principalmente  levaram  estes  dois  celebres 
geómetras  a  esta  grande  descoberta. 

Investigações  históricas,  que  aqui  não  podemos  indicar  ('),  levaram  á  conclusão  de  que 
Newton  inventou  a  Analyse  infinitesimal  antes  de  1GG6;  todavia  este  grande  homem,  que 
junctava  ao  mais  sublime  dos  génios  a  mais  extraordinária  modéstia,  só  tarde,  cedendo  a 
instaiicias  dos  amigos,  se  resolveu  a  publica-la.  Esta  publicação  fiji  feita  pela  primeira  vez 
em  1G87  na  sua  obra  immortal:  Principia  mathematica  philosophiae  naturalis,  o  monumento 
mais  grandioso  da  sciencia  humana,  depois  em  um  appendice  á  sua  Óptica,  publicado  era  1704, 
intitulado  De  quadratura  curvarum,  mais  tarde,  em  1711,  na  obra  Analysis  per  series,  fiuctio- 
nes  etc,  e  finalmente,  com  maior  desenvolvimento,  em  um  trabalho  intitulado  Methodus 
fluxionum  et  serierum  etc,  o  qual  appareeeu  em  1  736,  depois  da  sua  morte.  Antes  da  pri- 
meira publicação  da  descoberta  de  Newton,  foi  a  Analyse  infinitesimal  reinventada  por  Leibnitz, 
que  publicou  a  sua  descoberta  em  um  artigo  celebre,  impresso  em  1684  nas  Acta  eruditorum, 
o  qual  tem  por  titulo  N^ova  methodus  pro  maximis  et  minibus. .  .  et  singulare  pro  illis  calculi 
genus. 


(')  Para  um  estudo  desenvolvido  da  historia  da  fundação  da  Analyse  infinitesimal  consulte-se  a  obra 
magistral  de  M.  Cantor  intitulada  Vorlesungen  uber  GeschiclUe  der  Mailiematik. 
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O  methodo  empregado  pelos  dois  grandes  geómetras  para  tratar  a  qiiestrio  é  idêntico  na 
sua  essência,  mas  diíFerente  na  forma,  mais  geométrica  e  rigorosa  na  exposição  de  Newton, 
mais  subjectiva  na  exposição  de  Leibnitz. 

O  novo  ramo  da  Analyse  a  que  a  descoberta  de  Newton  e  Leibnitz  deu  origem,  foi  im- 
mediatamente  cultivado  pelos  dois  irmãos  João  Bernoulli  e  Jacob  Bernoulli,  e  depois  por  Euler 
e  Lagrange,  os  dois  maiores  geómetras  do  seu  tempo,  os  quaes  completaram  a  sua  fundação. 
Outros  analystas  eminentes  continuaram  depois  a  obra  que  os  grandes  geómetras  que  vimos 
de  mencionar  iniciaram,  desenvolvendo  e  completando  uns  capítulos,  junctando  outros,  trans- 
formando alguns  em  novos  ramos,  aperfeiçoando  as  condições  para  a  applieação  de  alguns 
theoreraas  primitivamente  enunciados  de  um  modo  vago,  descobrindo  novas  applicações,  etc, 
como  se  verá  em  diversos  logares  d'esta  obra. 

As  primeiras  obras  em  que  a  Analyse  infinitesimal  foi  systematicamente  exposta,  foram 
o  Traité  des  infinimenfs  jjetits  de  L'ITospital,  publicada  em  1696,  fructo  das  lições  que  a  este 
geometra  deu  João  Bernoulli,  a  continuação  d"aquelle  tratado  por  este  ultmio,  e  o  Treatrise 
on  Fluxions  de  Maclaurin,  publicado  em  1742.  A  estes  primeiros  ensaios  seguiram-se  as  Insti- 
tuiiones  calculi  differencíalis  e  as  Institutiones  calculi  integralis  de  Euler,  publicadas  no  inter- 
vallo  de  1755  a  1770,  onde  aquella  analyse  foi  apresentada  pela  primeira  vez  debaixo  de 
forma  completa. 


CAPITULO  11 


Oerivaclas  de  primoií-a  oi^cleii^ 
das  fiiiicçoes  reaes  de  variáveis  reaes 


I  - 

Theorcmas  geraes 

61.     I.  Seja  y  uma  funcção  de  x  definida  pela  egualdade 

y  =  ?!  («)  ±  ?i  (a) ±-  •  .± 'fn  («), 

e  procuremos  a  derivada  d'e9ta  funcção  relativamente  a  x,  suppondo   que  -fi  (.«),  '5*  (ac;),  etc. 
admittem  derivadas  finitas  no  ponto  x. 

Mudando  a-  em  .r  +  A   e  chamando  k^  l\,  h,  . .  .,  l„  os  augmentos  correspondentes  de  y, 
cpi  (a;),  !pí(«),  etc,  teremos 

k  =  k±h±...±U, 

d'onde  se  deduz,  quando  h  tende  para  zero, 

I-      ^       ..      li'     ,.      h    , 
hm  -^  =  hm  -;-  -r  hm  -t-  -^. . . 
A  A  —         A  — 

ou 

.'/'  =  'fi  (a;)  ±  ii  (>r)  + , . .  ±  '■?'.■(«). 

Logo  a  derivada  de  uma  somnia  algébrica  de  funcções  é  egual  á  somma  algébrica  das  de- 
rivadas das  parcellas. 
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II.   Procuremos  a  derivada  do  producto 

de  duas  funeções  dadas,  que  adraittam  derivadas  finitas  no  ponto  x. 

Mudando  x  era  x-\-k  e  chamando  k,  Zi,    h  os  augmentos  correspondentes   de  y.   '-pi  (.<)  e 
<fi  (x),  vera 

7j  +  k  =  '^i{x  +  h). cf)-2 (x  +  h)  =  [tpi  (x)  +  h]  [tp-2  (x)  +  I.2]. 

Temos  pois 

k  =  li  tpa  (x)  +  h  'fi  (a-)  +  ^1.^2, 

e  portanto,  quando  h  tende  para  zero. 


lim  -r-  =  'i-1  (.!■ 


)  hm  j-  +  'f  1  («•)  '"u  -F-' 


ou 


7j'  =  'f\  (x)  cp2  (x)  +  tpá  (a;)  tpi  (a;). 
Do  mesmo  modo  se  vê  que  a  derivada  do  producto 

?/  =  cpi(a;)tp2(a;)- •  •?..(«) 
é  dada  pela  fórmula 

j.'  =  tp',  (a?)  cp2  (a-)  .  .  .  'f  „  (a-)  +  tpi  (.-r)  cpá  (o-) .  .  .  tp„  (.r)  + .  .  .  +  (pi  (a-)  ç 2  («) .  .  .  'f '„  (a-) ; 

e  portanto  a  derivada  de  um  producto  de  funeções  é  egual  á  somma  dos  ■pvoductos  que  se  obtSem 
multiplicando  a  derivada  de  cada  factor  ptelo  producto  de  todos  os  outros. 

III.  A  derivada  do  quociente  das  mesmas  funcçòes 

cpi(a;) 


y-- 


sW 


obtem-se  egualando  os  limites  para  que  tendem  os  dois  membros  da  identidade 


<fi(x  +  h)      <f>i(x) 


.cp2  (a;  +  h)      cp2  {x). 
—  <fi{x) 


1 


(p2  (x)  'f  2  (íC  +  h) 

«pa  (x-{-h)  —  Cf  2  (x) 


'■?2  (*) 


!pi(a--!-A)  — tp)(./;) 
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quando  h  tende  para  zero,  o  que  dá 

,      S'')(a;)?i  x)  —  oi{x)'^'i{x) 
■'~  {^Kx)f 

Logo  a  derivada  de  uma  fracção  é  egual  ao  quocienfe  que  se  obtém  dividindo  pelo  quadrado 
do  seu  denominador  a  diferença  entre  ou  productos  da  dei-ivada  do  numerador  pelo  denomi- 
nador e  da  derivada  do  denominador  pelo  numerador. 

IV.  Seja  y  \imn  funcção  de  funcçào  de  x  determinada  pelas  equações 

e  procuremos  a  derivada  de  y  relativamente  a  x,  suppondo  que  '^{x)  admitte  uma  derivada 
finita  no  ponto  x,  e  que  /  (íí)  admitte  uma  derivada  finita  no  ponto  u  correspondente.  Cha- 
mando l  Q  k  os  augmentos  de  u  e  de  y,  correspondentes  ao  augmento  h  de  x,  temos  (n."  .56) 


i  =./(«  + O -/(u)=z(-^-f3), 

í=-f(x+A)-.(a-)=/^(-g-  +  s'), 


onde  s  e  c'  representam  quantidades  infinitamente  pequenas  com  h;  e  portanto 

A-        I  dii    ,    \    /  du 


h        \du    '  7    \dx    '   ■"/■ 


Egualando  agora  os  limites  para  que  tendem  os  dLiis  membros  d'esta  identidade,  quando 
h  tende  para  O,  vem 

dy        dy    du 


dx        du    dx 


Temos  pois  o  theorema  seguinte : 

Se  y  é  funcçào  de  u  e  u  é  funcção  de  x,  a  derivada  de  y  relativamente  a  x  é  egual  ao  pro- 
ducto  da  derivada  de  y  relativamente  a  u  pela  derivada  de  u  relativamente  a  x. 

V.  Se  resolvermos  relativamente  a  íc  a  equação  y=f(^x),  vem  uma  equação  da  forma 
x  =  'i'iy),  e  á  funcyão  -iíy)  chama-se /«ncção  inversa  de  f(x). 

Supponliamos  que  as  funcções /(a-)  e  ç/(y)  têem  um  único  valor  para  cada  valor  de  .<•  e 
de  y,  que  a  funcção  /(a)  é  continua  e  que  a  funcção  cp  {y)  admitte   uma  derivada  Hnita  no 

p 
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ponto  y.  Chamando  k  o  augmento  infinitamente  pequeno  de  y,  correspondente  ao  augmento 
infinitamente  pequeno  h  de  x,  temos 

h  =  ,^{y  +  k)-'^{y)  =  k[^'  (y)-\-cc], 

onde  a  representa  uma  quantidade  infinitamente  pequena  cora  k,  e  portanto  com  h. 
Logo 

/  (a!)  =  lini-=-=  lim-T— — -j — =    .p /■/  m' 

Logo  a  derivada  de  uma  funcção  ê  egual  á  unidade  dividida  ])ela  derivada  da  sua  funcção 
inversa. 


II 
Derivadas  das  fuiiceões  explicitas  algébricas,  logaritlimicas,  circulares,  etc. 

02.  Vamos  agora  procurar  as  derivadas  das  funcções  explicitas  reaes  consideradas  na 
Álgebra  e  na  Trigonometria. 

Todas  estas  funcções  são  constituidas  por  funcções  simples,  chamando  funcções  simples 
aquellas  em  que  a  variável  entra  affectada  de  um  só  dos  signaes  usados  para  indicar  as  com- 
binações analyticas.  Por  meio  dos  theoremas  demonstrados  no  n."  61,  póde-se  formar  a  deri- 
vada de  qualquer  funcção,  quando  se  conhecem  as  derivadas  das  funcções  simples,  e  vamos 
porisso  procurar  estas  derivadas. 

As  funcções  simples  sào  as  seguintes:  a-^x,  hx,  x'",  é',  \ogx,  senx,  cobx,  tanga;^  cota-, 
seca;,  cosecaí^  are  sen  a;^  are  cos  a;,  are  tanga;,  are  cot  a;,  are  seca;,  are  cosec  a;. 

Nem  todas  estas  funcções  são  independentes,  e  bastaria  portanto  procurar  as  derivadas 
das  funcções 

a  -\-  X,  ax,  e',  sen  x, 

de  que  as  outras  dependem.  Em  todo  o  caso  serão  aqui  todas  consideradas,  pai-a  termos 
regras  que  permittam  escrever  immediatamente  as  suas  derivadas,  attendendo  á  frequência 
com  que  apparecem  na  Analyse. 

1)  A  derivada  da  funcção  y  =  a  +  xé. 
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2)  A  derivada  de  y  =  hx  é 

y  =  6. 

A  derivada  da  funcçào  de  fniicçào 

y  =  a-\-bu, 

onde  ((  representa  miia  funcçâo  de  x,  é  (n."  Gl-lV)  y' =  hu' ;  e  vêse  portanto:  1."  qiu:  a 
derivada  do  productu  de,  uma  constante  por  uma  funcção  é  egiial  ao  prodiicto  da  constante 
pela  derivada  da  funcção ;  2."  que  as  constantes  jjodem  ser  contideradas  como  funcçõcs  cuja 
derivada  é  nulla. 

3)  No  caso  da  fiincção  y  =  e',  onde  e  representa  o  numero  definido  no  n."  45,  temos 

y  =  lira } =  e^lim — =- — 

A=o  "  /i=0      « 

Mas,  como  e''  tende  para  o  limite  1,  quando  h  tende  para  zero,  podemos  pôr 

e''=l+— , 
n 

onde  71  representa  uma  quantidade  que  tende  para  o  infinito,  quando  h  tende  para  zero ;  o 
que  dá 


í.+i). 


/i=log 


representando  por  log  os  logarithmos  neperianos. 
Virá  pois 


w  =  e*  lim -. -^-  = y—      .  ,     , 


n\ogil-\ )        limlogíl-) 

e  por  consequência  (n."  45) 


y'  =  é'. 
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Se  for  ?/  =  e"  e  u  =  '^{x),  teremos  (n."  61-IV) 

/  =  (?««', 

o  que  dá  a  regra  seguinte: 

A  derivada  da  exponencial  de  base  e  é  egual  ao  producto  da  mesma  exponencial  pela  deri- 
vada do  expoente. 

Se  for  y  =  a^,  teremos 

y  ^  g«  log  a^ 

e  portanto 

y'  =  a"  u'  log  a. 

4)   A  fiincção  logarithmica  y=\ogXj  onde  a  variável  x  é  positiva,    dá  x  =  ey,   e  portanto 
(n.»  61-V) 

Se  for  y  =  \ogu  e  tí  =  :^{x),  teremos  (n."  61-IV) 


y  =  — 

Logo  a  derivada  do  logarithmo  neperíano  de  uma  funcção  é  egual  d  derivada  da  funcção 
dividida  piela  funcçào. 

Se  for  a  a  base  dos  logarithmos,  teremos  (n."  47-IV) 

logM      ,  u' 

^=loga«  =  r— -,  y 


Ioga    ■         wloga 
õ)  No  caso  da  funcção 

y  =  £c"' 

temos 

y  =  e'" '°« '■', 

o  que  dá,  fanando  o  expoente  de  c  é  real,  isto  é,  quando  x  é  positivo  e  m  real  (*), 

,  ,       m       mu  , 


(■)  A  deiivada  da  exponencial  de  expoente  imaginário  será  couàiderada  adiante. 
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Se  x  é  negativo  e  lu  L  real,  pondo  x  =  ^z,  temos 

3/=(-l)'"z"', 

e  portanto 

y'  =  (—  1)»'  n!Z'"-<  z  =  Wi£f'"-', 

como  no  caso  anterior. 

Se  for  y  =  ii"'  e  u^=(f(x),  vem 

y'=  mu"'-'  u' . 

Logo  a  derivada  da  potencia  do  grau  vi  de  xima  funrção  fúrma-se  multiplicando  o  expoente 
pela  potencia  de  grau  m — 1  da  funcção  e  pela  derivada  da  fnncção. 

A  regra  precedente  abrange  as  raizes  das  funcções,  visto  que  podem  ser  representadas  por 

potencias  com  expoentes  fraccionarios.  Assim  a  derivada  de  '"/m"    ^  —  "  "       "'• 
Se  for  y  =  u",  u  e  v  representando  funcyões  de  x,  temos  y  =  (/"  '"*■' "  e  portanto 

y'  =  n"  (  u'  log  M  -| V 


6)   A  funcção  y  =  sen  x  ãi 


9  ^  í     ^'' 

I     I  7^  2sen-5-cos  \x\  — 

sen  (ic  +  h)  —  sen  x  2  \         2 


y'  =  lira j^ =  lim 


/,=u  lí  /i=0  ^ 

h 
sen  -— - 

=  cos  X  lim  — ) 

e.  portanto 

y'  =  cosx. 

7)  Por  ser  cos  a;  =  sen  l-^—xj,  a  derivada  da  funcyào  ?/  =  cosa;  é  dada  pela  egualdade 

y'  =  —  sen  a;. 

S6I1  £C 

8)  A  derivada  de  w=  tanga?  obtera-se  dei-ivando  a  fracc.ào  ,  o  que  dá 

1 

y  = 5 —  =  secant-  x. 

•^       cos-  X 
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Uo  mesmo  modo  se  acham  as  derivadas  de  cota'^  de  secx  e  de  coseca;; 


9)  y  =  cotx,  ?/'  = j-  = — cosec^a;^ 


10)  y  =  sec  X,  y'  = ^ —  =  tang  x  sec  x, 

11)  jí  =  coseca',  y' =  — cota;  coseca;. 

12)  Passando  ás  funcyões  circulaies  inversas,  consideremos  primeiramente  a  funeçào 

y  =  are  sen  x, 

que  é  real  no  intervallo  de  a-  =  —  1  a  a;  =  l  e  tem  ura  numero  infinito  de  ramos. 

Applicando  o  theorema  V  do  n."  (31  ao  ramo  formado  pelos  valores  de  y  comprehendidos 

entre  — ^-  e  +-^,  temos 

1  1 

1/  = 


cos^       +^l—x-' 

Do  mesmo  modo  se  adia  a  derivada  dos  outros  ramos  da  funcção. 

Obtêemse  de  um  modo  semelliante  as  derivadas  de  are  cos  a",  de  are  tang  x^  etc. 


13)  w  =  are  cos  x,  y'  = > 

^  ^       -l/l-a;2 


,  1 

14)  ^  =  are  tanga:,  y 


1  +  x- 


1 

lo)  y  =  are  cot  a;,  y  =  —  zr-- — <,^ 

1  +a;^ 


16)   ?/=  are  seca;,  y' = 
11)  y=  are  coseca;,  y' 


1 


[/x'--l' 
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considerando  o  ramo  de  are  cos  as  comprehendido  entre  O  e  -,  e  os  ramos  de  arcsecx  e  de 
are  cosec.T  comprehendidos  entre  O  e  ^(')- 

III 
Relações  entre  as  fuiicçòes  e  suas  derivadas 

63.  TiiEOREMA  1."  —  Se  afuncvãof(x)  tiver  uma  derivada  finita  c  differente  de  zero  no 
ponto  a,  a  funcção  cresce  com  x,  na  visinhança  do  ponto  a,  se  a  quantidade  f  (x)  é  positiva, 
e  decresce,  quando  x  cresce,  se  f  (o.)  é  negativa. 

É  o  que  se  deduz  da  egualdade 

/(«±A)=/-(«)±A[/'(a)  +  3]. 

Cora  effeito,  por  ser  s  infinitamente  pequeno  com  h,  pôde  sempre  dar-se  ao  numero  ^i  um 
valor  tão  pequeno  que  a  somma/'(a)  +  í  tenha  o  signal  de  /'(a),  quando  \h\<^hi.  Logo,  se 
/'(a)  é  positiva,  temos 

/(«- 70  </(«)</(« +  Ã), 

quando  |ãj</íi;  e  portanto,  quando  x  cresce  desde  x  —  ki  até  u-\-ln,  a  funcç.ão /(a?)  cresce. 
Se  porém  /'  (a)  é  negativa,  temos 

/(«-A)  >/(«)>/(«-- A), 

e  a  funcçào /(»)  decresce,  na  visinhança  do  ponto  a,  quando  x  cresce. 

«4.  Theorema  2."  —  Se  a  funcção  f{x)  tiver  uma  derivada  f  (x)  finita  em  todos  os 
pontos,  desde  xo  até  X,  e  se  for  f{x^)  =  O  e/(X)  =  O,  existe  sempre  vm  valor  de  x,  comprehen- 
dido entre  .r,,  e  X,  que  annujla  f  (x). 


(')  Os  inventores  do  calculo  infinitesimal  deram  directa  ou  indirectamente  regras  para  formar  as  deri- 
vadas e  differenciaes  das  funcçôes  algébricas,  as  iiiiicas  que  consideraram  no  primeiro  trabalho  em  que  publi- 
caram a  sua  descoberta,  e  as  funcçôes  dependentes  de  logaritbmos  ou  arcos  de  circumferencia.  João  Ber- 
noulli  occupou-se  da  ditferenciação  das  funcçôes  exponenciaes  no  traballio.  consagrado  ao  calculo  exponencial, 
mencionado  no  n.°  47.  Finalmente  Euler  reuniu  todas  as  regras  e  considerou  esta  questão  de  uma  maneira 
systematica  completa  nas  suas  Institutiones  calculi  differentialis. 
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Esta  proposição,  conhecida  pelo  nome  de  tkeorema  eh  RolJe  ('),  foi  demonstrada  por 
O    Bonnet  do  modo  seguinte. 

Por  ser  a  funcção/(a;)  contínua  no  intervailo  de  «o  a  X  e  nuUa  nos  extremos  d'este  in- 
tervallo,  ou  será  constantemente  nulla  n'este  intervailo,  ou  existirá  um  ponto  x\  onde  terá 
um  valor /(a!i)  maior,  se  a  funcção  é  positiva,  ou  menor,  se  é  negativa,  do  que  nos  outros 
pontos  (-).  No  primeiro  caso  será  /' (a;)  =  O,  qualquer  que  seja  íc.  No  segundo  caso  será 
_/'(£Ci)  =  0;  porque,  se  f  (xi)  fosse  difFerente  de  zero,  teriamos,  na  vesinhança  de  xi, 

f(x,+h)>f(xi)>f(x^-h), 

sef(xi)  fosse  positivo,  e  as  desegualdades  contrarias,  se/(a3()  fosse  negativo,  e  porisso/(a^i) 
não  seria  nem  o  maior  nem  o  menor  valor  de /(a;)  no  intervailo  considerado. 

Theokema  3.°  —  Se  a  funcção  f{x)  tiver  uma  derivada  f  (x)  finita  em  todos  os  pontos 
desde  Xq  até  X,  será 

f(X)-^f{x,)  +  iX-x,)f(xi}, 

Xi  representando  um  valor  eomprehendido  entre  tCy  e  X. 

Com  effeito,  applicando  o  theoi-ema  precedente  á  funcção 

<?  (^)  =/'H  -f(^o)-4=^  [/(X)  -/•(«-„)], 

-^      -'o 

que  se  annulla  quando  se  faz  .v==J'f^  e  quando  se  faz«  =  X,  temos  a  egualdade 

.  .'(x^)^f'ixO--^-^^^=I^^  =  0, 

iS.   —  Xq 

que  dá  a  fi'>rmula  enunciada. 

Por  estar  X[  eomprehendido  entre  x^^  e  X,  pode  pôr-se  x^  =£c„-|-Wí,  representando  por  h 
a  diíFerença  X  — se,,  e  por  6  uma  quantidade  positiva  desconhecida,  comprehendida  entre  zero 
6  a  unidade;  e  temos 

f{x„  +  h)  =f{o;^)  +  l,f  (x^  +  6h). 


(')  Por  ter  sido  dado  por  RoUe,  no  caso  particular  das  fiincçòes  inteiras,  no  seu  Trailr  d'Al</i.bre,  publi- 
cado em  1690. 

(-)  O.  Bonnet  considerava  como  evidente  a  existência  de  um  valor /(.í;,),  maior  do  que  os  outros  valores 
da  funcção.  Weierstrass  demonstrou  rigorosamente  este  facto,  que  é  o  objecto  do  tbeorema  3.°  do  n.°  37. 
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D'este  theorema,  devido  a  Lagrange,  deduzem-se  os  dois  corollarios  seguintes: 

1.°  Se  a  derivada  de  uma  Juncção  f{x)  é  nidla  num  certo  intervallo,  a  Juncçào  é  r.onstanie 
no  mesmo  intervallo. 

Com  efFeito,  sendo  3'y  e  iC()  +  ^  dois  valores  de  ■)■  pertencentes  ao  intervallo  considerado, 
por  estar  XQ-\-Oh  comprehendido  no  intervallo  de  x^  aa'Q  +  /í,  será  f  {j\^-\-f)li)  =  0.,  e  portanto 
/(xo  +  /0=/(xo). 

2."  Se  duas  funcçdes  f(x)  e  F  (x)  tiverem  uma  mesma  derivada  finita  em  todos  os  pontos 
d'um  certo  intervallo,  a  sua  differença  será  constante  no  mesmo  intervallo. 

Com  efFeito,  por  ser  nuUa  a  differença /' (a?)  —  F' (a;)  das  derivadas  das  duas  funcções  no 
intervallo  considerado,  é  constante  (corollario  precedente)  a  funcção  correspondente /(as)  — F  (a;) 
no  mesmo  intervallo. 

Theorema  4." — Se  as  funcções  f(x)  e  F(x)  tiverem  derivadas  f{x)  e  F'(£t.-)  finitas  em 
todos  os  pontos  desde  x^  até  X,  será 

/(X)-/(x„)  ^  f[x,-^H^-x,)] 
F,Xj-F^«o)      F'[^o  +  6lX-*"o)]'     ■ 

se  a  funcção  F'  (x)  for  dijferente  de  zero  no  intervallo  comprehendido  entre  Xq  e  X. 

Demonstra-se  este  theorema,  devido  a  Cauchy,  applicando  o  theorema  de  RoUe  á  funcção 

?  H  =/'(>o)-yW-[F(.'o)-F(a.)]||||9^|':^, 
que  se  annulla  nos  pontos  íCq  e  X ;  o  que  dá  a  egualdade 


,'M  =  -/(.0  +  F'(.o|}|3Íg)-o, 


ou 


F (K.)-V{xç,)      F'  (;--i )      F' [x^  +  6  (X - a-o i] 

Nota.  Deve-se  observar  que  os  theoremas '2.",  3."  e  4."  ainda  têeni  logar  quando  as 
funcções /(a,')  e  F  (a;)  não  têem  derivadas  finitas  nos  pontos  xo  e  X,  se  todavia  estas  funcyòes 
são  contínuas  n'estes  pontos.  É  o  que  resulta  immediatamente  das  demonstrações  que  vimos 
de  dar,  d"estes  theoremas. 
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IV 


Funcções  de  muitas  variáveis 

65.  Passando  agora  ás  funcções  de  muitas  variáveis,  consideremos  a  funcção 

z  =/(»-.  .!/.■■) 

das  variáveis  independentes  x,  y,  etc. 

Podemos  derivar  z  relativamente  a  x,  considerando  as  outras  variáveis  como  constantes, 
ou  relativamente  a  y,  considerando  as  outras  variáveis  como  constantes,  etc.  A  estas  deri- 
vadas dão  se  respectivamente  os  nomes  de  derivada  parcial  de  z  relativamente  a  x,  de  deri- 
vada parcial  de  z  relativamente  a  y,  etc. 

Para  representar  as  derivadas  parciaes  de  primeira  ordem  de  z  relativamente  a.  x,  y,  ... 

^       dz     dz  ,      T     .      ,       .     6z       ,    . 

empregam-se  as  notações  -^,  — ,  ...  As  derivadas  de  -^  relativamente  a,x,  y,  ...  repre- 

sentam-se  pelas  notações  ^r^,  -^ ,   ....  Em  geral,  representa-se  por  ^ r a  derivada 

^  '         c)a;^'  òxdy  o        )      r  r       dx<' d]/' ■  ■  ■ 

parcial  de  ordem  n  que  resulta  de  derivar  a  funcção  dada  a  vezes  relativamente  a  x^  depois 

o  resultado  b  vezes  relativamente  a  y^  etc. 

Empregam-se  também  muitas  vezes,  para  representar  as  derivadas  de  primeira  ordem  de 

z,  as  notações  f,-(x,  y,  .  .  .)^  f\{x,  y,  .  . .),  . .  .,    para  representar   as  derivadas  de  segunda 

ordem,  as  notações  f„{x,  y,  .  •  •),  fl,j{x,  ?/,  . .  .),   .  .  .,  etc. 

66.  Theorkma  1.°  —  Se  as  derivadas:  fly  [x,  y)  e  f',jr{x,  y)  forem  funcções  continuas  de 
X  e  y,  é 

f'i,{.^-'y)-^j"y,{x,  y). 
Com  effVito,  apiilicando  o  tlieorema  3."  do  u."  G4  ;ís  funcções 

f{x,  y  +  k,  ...)-f{x,  y,  .  .  .),  fjx-t  6i  h,  y.  .  .  . ), 
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considerando  na  primeira  x  como  variável  independente  e  na  segunda  y,  vem 

f{,x  +  h,  i/  +  k,  .  ..)-f{x'^li,  ij,  .  .  .')  —  [f{x,  y~k,  ..  .)-f{3;  ij,  .  .  .)] 
=  h[f,{x  +  hh,y~k,  ..A-f:{x  +  hh,y,  . . .)] 
=  hkf;^ {x -^ bi k,  y  +  bik, ...\ 

onde  ©1  e  6i  representam  duas  quantidades  comprehendidas  entre  O  e  1. 

Applicando  o  mesmo  theorema  ás  funcçõea 

f{x  +  h,  y,  .  .  .)-/(•»■.  y.  ■  ■  ■).  f»'a-,  y-rOk,  .  .  .\ 

considerando  a  primeira  como  funcçào  de  _y  e  a  segunda  como  funcçào  de  x.,  vem  do  mesmo 
modo 

f(x  +  k,  y  +  k,  ...)-f{x,  y  +  k,  ...)  —  [f{x^h,  y,  ...)-f{x,  y,  .  . . )] 
=  hkf;,(x^dh,  y^6k.  ...), 

onde  6  e  6'  representam  quantidades  comprehendidas  entre  O  e  1. 
Egualando  estes  dois  resultados,  vem  a  relação 

f^{x^GJi,y-^eik,  ...)  =  f^{x^bh,y-b%  ...), 

da  qual  se  deduz  o  theorema  enunciado,  fazendo  tender  h  e  k  para  zero. 

Theorema  2.°  —  Se  ay  ihrnadas 

c"'z  d'"z 

~^ ;: — :: — ;; — '       — ;: — ;^ — :^ — 

cx.  .  .ctoucv       tx. .  . óf  cv cu 

forem  funcções  continuas  de  u  e  v,  póde-se  inverter  a  ordem  das  duas  derivações  consecutivas, 
relativas  a  u  e  v,  e  temos 


cx.  .  . et  cu  dv cw.  .  .         cx. .  . et  dv cu  cw. . . 
Com  effeito,  temos  primeiramente,  em  virtude  do  theorema  anterior, 


.,  e—2  2      .,  6"-2 

C-- ^  O' 


z 


c"'z  cx...êt  Cl-...  et 


dx.  .  .dtcudo  cu  I 


132 


e  portanto 


0'''2  _  õ'"z 

dx.  .  . õt  ôít  dv       dx.  . . dt  dv  du 


Derivando  em  seguinda  ambos  os  membros  d'esta  identidade  relativamente  a  w^  etc, 
obtem-se  a  egualdade  que  se  queria  demonstrar. 

Se  notarmos  que  qualquer  mudança  na  ordem  em  que  se  eíFectuam  as  derivações  rela- 
tivas a  X,  y,  etc.  pôde  ser  obtida  por  mudanças  successivas  da  ordem  de  duas  derivações, 
púde-se,  por  applicações  successivas  do  tlieorema  que  vimos  de  demonstrar,  inverter  a  ordem 
de  qualquer  numero  de  derivações.  Em  todas  estas  mudanças  deve-se  attender  ás  condições 
relativas  á  continuidade  das  derivadas  impostas  pelo  tlieorema. 

6".  Vamos  agora  estender  o  theorema  3."  do  n."  64  ás  funcções  de  muitas  variáveis 
independentes. 

Applicando  este  theorema  á  funcção/(a;^  y^k),  cousiderando-a  como  funcção  de  x,  vem 

f{x  +  h,  y  +  k)  =f{x,  y^k)  +  hf:  (x  +  ej>,  y  +  k), 

quando   a  funcção   considerada   tem   uma   derivada  parcial  relativa   a  x,   finita  em  todos  os 
pontos  do  intervallo  de  a;  a  x^h. 

Applicando  o  mesmo  theorema  á  funcção  f{x,  y),  considerando-a  como  uma  funcção  de  y, 
vem 

f(x,  y  +  k)  =/(«.,  y)  +  kfl  (x,  y  +  d,k), 

quando  a  funcção  considerada  tem  uma  derivada  parcial  relativa  a  y^  finita  em  todos  os  pontos 
do  intervallo  de  y  a  y-\-k. 
Temos  pois 

/(^-•-f  Ã.  y  +  k)  =  f{x,  y)-'r  hfjx^r^ih,  y  +  k)+f„íx,  y  +  hk). 

Do  mesmo  modo  se  acha,  no  caso  de  muitas  variáveis,  a  fórmula  seguinte; 

7  'D 

fix  +  h,  y  +  k,  ...,  t  +  l)  =f(x,  y,  ..    ) 
\  ^hf,[xV6,k,y^-k,...,t  +  l) 

(1^  ^1  +kf„{x,y+6.k,...,t-^l) 

+ 

+  lf,{x,y,  .     .,  í  +  e„Z). 
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68.     D'este  theorema  deduzem-se  os  dois  corollarios  importantes  seguintes: 

1."   Se  as  derivadas  parciaes   de   primeira   ordem   da  funcção  f{x,    ?/,  ...)   forem  todas 

finitas,  f{,i:,  y,  .  .  .)  é  uma  funcção  continua  de  x,  y,  etc.  Com  effeito,  o  primeiro  membro  da 

fórmula  (1)  tende  para /(a-,  _?/,  .  .  •))  quando  /í,  k^  etc.  tendem  para  zero. 

2."  Se/jfar,  y,  .  .  .)   for  uma  funcção  continua   de  x,  ?/,   - .  . ,  í,  se  f,,(x,y,  . .  .)  for  uma 

funcção  finita  de  .x  e  uma  funcção   continua   das  outras  variáveis,    e  assim  successivamente, 

temos 

\f(r-h,y  +  k,...)~f(^,y,...)^hfjx.y,  .  .  .)^kf\(x,  y,  ...)+... 
/  +OLI  h-\-aik-\-. .  ., 

onde  j-i,  y.-2,  et  •.  representíuii  quantidades  que  tendem  para  zero,  quando  todas  as  quantidades 
h,  k,  etc.  tendera  para  zero. 

Com  efFeito,  temos  n'este  caso 

f:ix  +  6ih,y  +  k,  ...)=fUx,y,  ...)  +  «., 


onde  ai,  CÍ2,  etc.  representam  quantidades  que  tendem  para  zero,  quando  h,  k,  etc.  tendem 
para  zero. 

Substituindo  estes  valores  na  fórmula  (1),  vem  a  fórmula  (2),  que  se  queria  demonstrar. 

Nas  applicações  que  fizermos  da  fórmula  (2),  supporemos,  algumas  vezes,  para  simplificar 
os  enunciados  das  proposições,  que/j(a;,  y,  . .  .),  f,j{x,  y,  . .  .),  ...  são  funcções  continuas 
de  todas  as  variáveis  x,  y,  .  .  . ,  t. 

«9.  Derivadan  das  ftincçdes  compostas.  —  A  funcção  /(wi,  u-2,  .  •  ■ ,  «f»),  onde  «i,  u^,  etc. 
representam  funcções  de  x,  dá  se  o  nome  de  funcção  composta  de  x  por  meio  de  «i,  i/2,  etc. 

Da  fórmula  (2)  deduz-se  uma  regra  importante  para  derivar  estas  funcções. 

Dê-se  a  a;  o  augmento  infinitamente  pequeno  h  e  sejam  li,  h,  etc.  os  augmentos  correspon- 
dentes de  ui,  MJ,  etc.  Se  a  funcção  /(wi,  ii-2,  ■  ■  ■)  admitte  derivadas  parciaes  relativamente 
a  «1,  !(2,  etc,  finitas  nos  pontos  (?ti,  «j,  .  .  .),  correspondentes  aos  valores  dados  a  :i-,  e  se 
a  derivada  de  /"(jíi,  u-2,  .  .  .)  relativamente  a  m  é  uma  funcção  continua  de  ui,  tii,  .  . .,  h„, 
se  a  derivada  de  /[iii,  u-2,  .  .  .)  relativamente  a  u-2  é  uma  funcção  continua  de  w-i,  7(3,  ...,  h„, 
e  assim  successivamente,  a  fórmula  (2)  dá 

/(hi  -f  ^1,  Ki-rk,  ■  ■  ■)—f(itt,  tu,  .  ■  .)  =  h-J-  +  h  -J-  +  -  •  ■ 
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onde  «1,  «2,  etc.  representam  quantidades  que  tendem  para  zero,  quando  h,  l^,  etc.  tendem 
para  zero. 

Temos  pois,  quando  h  tende  para  zero, 

fim  +  k,  Hi  +  h,  . .  .)  —  fiu\,  jt-j,  ■  ■ .) 
h 

=  -,/-  hm  --r-  +  ^  hm  ^  + . .  . 
cin  n        ótii  h 

,       ,-      'i    ,       ,■      h    , 
-j-  «1  lim  -r-  ~r  «2  lim  -,    -p.  .  . , 
/i  h 

e  portanto 

c/j?        ô«i     dx    '    diti    dx       '    '      6íi„     flx 

Esta  fórmula  importante  dá  a  derivada  das  funcções  compostas,  quando  sixo  conhecidas 
as  derivadas  das  funcções  que  entram  na  sua  composição,  e  contém  como  caso  particular  os 
theoremas  1.",  2.",  3."  e  4.°  do  n."  61. 

70.  Funcções  homor/eneas.  — Diz-se  que/(a;^  y,  . . .)  é  uma  funcção  homogénea,  do  grau 
m.,  quando  satisfaz  á  condição 

f{ix,  iy,   ...)  =  f'f{x,y.   ...). 

Derivando  os  dois  membros  d'esta  identidade  relativamente  a  t  por  meio  do  theorema 
anterior,  vem 

/:  {tx,  iy,  ...)x  +/;  [ix,  ty,  ..    )  y  +  ...  =  viV'>'^  f  (x,  //,  .  .  . ) 

e,  pondo  í  =  I, 

fJ.'^'!/>-.-)x  +  f'y(x,y,...)y  +  ...=  mf(x,y,     . .). 

Consiste  n'esta  egualdade  o  theorema  de  Euler  relativo  ás  funcções  homogéneas  ('). 


(')  A  theoria  da  diíFereneiação  das  funcções  de  muitas  variáveis  foi  considerada  pela  primeira  vez  de 
um  modo  systematico  geral  por  Euler  nas  suas  Iiist.  Cal.  diff.^  onde  vem  também,  como  applieaçào  d'esta 
theoria,  o  theorema  que  vem  de  ser  demonstrado. 
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71.  A  noe-ão  de  difFerencial  pôde  ser  estendida  ao  caso  das  funcções  de  muitas  variáveis 
independentes. 

Se  difFerenciarnios  a  funcção  z^^-fix,  y,  . . .)  relativamente  a  cada  uma  das  variáveis, 
considerando  as  outras  como  constantes,  obtemos  os  resultados 

6z   ,         ôz   , 
-^dx,     -:-dy,  ..  ., 
ox.  cy 

a  que  se  dàu  os  nomes  de  differenciaes  parciaes  de  z  relativamente  a.  x,  a.  y,  etc.  A  somma 
d'estas  differenciaes  parciaes  dá-se  o  nome  de  differencial  total  de  z.  Representando-a  por  dz, 
temos  pois  a  egualdade 

dz  =  -7:—  dx  H d  >/-{-. .  . , 

Ox  cy    •' 

que  define  dz. 

Seja  z^fi^ui,  u-2,  •  •  •)  e  supponhamos  que  ui,  ui,   . . .  são  funcções  de  x,  y,  . .  .;  temos 


,         /  dz    dui        ôz   Ô!<2  \ 

dz=  1^-  -5— +  5 —  +  ...]d.x 

\Oui    cx       d?í2    ox  I 

/pz    cm       hz    cu±  \ 

\?ií(    6y       6m2    dy        ' '  j   j 


CU\  Ctííl 

du,=  ^dx^-^dy^..., 

dui  —  -^ dx -\ di/-\- . . ., 

cx  dy 


Loíío 


dz  =  ~ —  dm  -\-  ~ —  du-->  +  ■    . 
cui  Oui 

Vê-se  pois  que  dz  tem    a  mesma  expressão,  quer   ííi,   u-2,  .  .  .    sejam   variáveis    indepen- 
dentes, quer  sejam  dependentes  de  outras. 

Da  egualdade  precedente  resultam,  como  coroliario,  as  relações 

d  ("1  +  líj  +...)  =  e/"i  —  '^"-2  -^ .  .  ■ 

,  í(i        mdin  —  ui  du-i 

d  (til  Uí)  =  Ml  ciiti  -f-  ((-)  dui,      II  —  = 5 > 

lU  lií 
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as  quaes  mostram  que  ás  regras,  dadas  no  n."  61,  para  formar  as  derivadas  da  somma,  pro- 
ducto  e  quociente  de  funcções,  correspondem  outras  análogas  para  formar  as  respectivas 
differenciaes. 


V 
Funcçõps  implicitas 


72.  Consideremos  agora  as  funcções  implicitas,  isto  é,  procuremos  a  derivada  relativa- 
mente a  a?  de  uma  funcção  y  dada  pela  equação 

(1)  Fia-,  y)  =  0. 

Seja  y  =  '^  (íc)  uma  funcção  que  tenha  um  único  valor  para  cada  valor  de  cc  e  que  satis- 
faça a  esta  equação,  e  supponhamos  que  -^  (a-)  admitte  uma  derivada  finita.  N'este  caso  o  theo- 
rema  relativo  á  derivação  das  funcções  compostas  (n."  69)  dá 

(2)  F,(a.,  ^)  +  f;o.-,  y)y  =  0; 

e  portanto  temos  a  fórmula 

por  meio  da  qual  se  obtém  a  derivada  da  funcção  'f  fcc),  sem  resolver  a  equação  proposta 
relativamente  a  y. 

Por  meio  da  fórmula  .precedente  temos  a  derivada  y'  expressa  em  funcção  àe  x  e  y.  Se 
quizermos  esta  derivada  só  expressa  em  funcção  de  uma  variável,  eliminaremos  a  outra  por 
meio  da  equação  proposta. 

Derivando  pela  mesma  regra  a  equação  (2),  vem  a  equação 

F:;  {x,  y)  +  2  F;  [x,  y)  y'  +  F;  (x,  y)  rf-  +  F;  {X,  y)  y"  =  O 

que  determina  y" . 

Continuando  do  mesmo  modo,  obtêem-se  equações  que  dão  y",  y^^\  etc. 

As  equações  que  se  obtêem  derivando  successivamente  uma  equação  dada,  são  respectiva- 
mente do  primeiro  grau  relativamente  a  j/,  ?/",  y'",  etc.  Porém  este  grau  pode  elevar-se,  já 
fazendo  desapparecer  radicaes  que  lá  entrem,  já  eliminando  entre  ellas  algumas  quantidades. 
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Assim,  por  exemplo,  a  equação 

dá,  derivando  os  seus  dois  membros  relativamente  a  x,  considerando   y  como  fnncçào   de  x, 
a  seguinte : 

que  determina  y' . 

Se  quizermos  exprimir  a  derivada  só  em  funcção  de  x,   temos  de  eliminar  y   entre  estas 
equações,  o  que  dá 

a-  {a^  —  x"-)  ?/'2  =  J2  a;2. 

Esta  equação,  ou  a  anterior,  determinam  as  derivadas  dos  dois  ramos  de  funeçíio  que  se 
obteriam  resolvendo  a  proposta  relativamente  a  y. 

73.     Toda  a  relação  da  forma 

f{x,7j,y',y",  ...,../"))  =  O, 

onde  ^l"'  é  a  derivada  da  ordem  mais  elevada,  tem  o  nome  de  equação  dlffercncial  da  ordem  n. 
O  estudo  d'estas  equações  será  feito  no  Calculo  Integral.  Aqui  limitar-nos-hemos  a  observar 
que  da  equação 

F(a;,  y,  ci,  a,  ...,  c„)  =  0, 

que  contem  n  constantes  arbitrarias  cj,  c-i,  etc,  resulta  uma  equação  differencial  da  ordem  n, 
independente  d'estas  constantes. 

Com  effeito,  derivando  n  vezes  esta  equação,  obteremos  n  equações  da  forma 

Fi(a;,  y,  y',  c,,  c-i,  ...)  =  0, 
F2(a;,  y,  y',  y",  ci,  0-2,  ...)  =  0, 


F„ (x,  y,  y,  y'\  ..., y"'\  ci,  c^,  ...)  =  0, 


entre  as  quaes  e  a  proposta  podemos  eliminar  as  n  constantes  arbitrarias.  Chega-se  assim  a 
uma  equação  da  forma 

independente  d'estas  constantes. 
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Em  Geometria  esta  equação  representa  uma  projM'iedade  commum  a  todas  as  curvas  cor- 
respondentes á  equaçíío  proposta. 

Exemplo.   Consideremos  a  equação  dura  systema  de  cónicas  homofocaes 


A  +  c   '  B  +  c 


1, 


onde  A  e  B  representam  constantes  determinadas  e  c  uma  constante  arbitraria. 
Derivando  esta  equação  relativamente  a  x,  vem 

«^  ^  yy'  _o. 


A+c ' B+c 


A  eliminação  de  c  entre  esta  equação  e  a  anterior  leva  á  equação  dijferencíal  das  cónicas 
consideradas 

a;yy'2  +  (,^.2  _  ^2  _  A  +  B)  ?/'  -  ar;/  =  0. 

Por  cada  ponto  do  piano  passam  duas  cónicas,  que  correspondera  aos  dois  valores  que  a 
equação  proposta  dá  para  c^  quando  se  substituem  n'ella  x  e  y  pelas  coordenadas  do  ponto 
considerado.  A  equação  diíFerencial  que  vimos  de  obter,  dá  para  ?/'  dois  valores  y\  e  ?/-i,  que 
satisfazem  á  condição  y^y-i  =  —  1;  logo  as  tangentes  a  estas  duas  cónicas,  no  ponto  em  que 
se  cortam,  são  perpendiculares  uuia  á  outra. 

74.  As  derivadas  parciaes  das  funcções  implícitas  de  muitas  variáveis  obtêem-se  proce- 
dendo corao  no  n."  72. 

Assira  as  derivadas  parciaes  relativamente  a  x  ç  y  da  funcção  implícita  z,  dada  pela 
equação 

F{x,y,z)  =  0, 

obtêem-se  por  meio  das  egualdades 

cix        oz      óx  <íy        cz      cy 

Em  geral,  se  tivermos  as  n  equaçi5es  com  ?n  +  ?í  variáveis,  das  quaes  n  sejam  depen- 
dentes e  m  independentes: 

Fi  (xi,  Xf,  .  .  . ,  a-,,,,,  zi,  z-2,  .  .  . ,  2„)  =  O, 

F'2  («1 ,    X-2,    .  .  .  ,   X,,„    Zi,   Z-2,    ...,  Z„)  =  O, 


f  ,j  (^a; I ,  a'2 ,  .  •  • ,  a',„^  z\^  z^^  •  •  • )  ■-?(,)  —  ^, 


I 
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podemos  achar  as  derivadas  das  variáveis  dependentes  z\,  £•->,  .  . . ,  z„  relativamente  ás  variá- 
veis independentes  xi,  Xi,  .  .  .,.'■„,  resolvendo  as  m.n  equações  do  primeiro  grau 

ôí\      _eE\     Bzi_  ^m    _Sf2__p 


que  resultam  de  dei-ivar  as  anteriores  relativamente  a  Xi,  a'2,  etc,  considerando  zi,  z-y,  etc. 
como  funcções  d'estas  variáveis. 

Derivando  estas  equações  relativamente  a  xi,  a-j,  etc,  obtêemse  outras,  que  determinam 
as  derivadas  de  segunda  ordem  de  zi,  í->,  etc,  e  assim  successivaniente. 

73.     Toda  a  relação  entre  unia  funcçào  e  suas  derivadas  parciaes 

/  cz       dz  d-z  \      _ 

•'  \  cx^     cXi  cx]  I 

tem  o  nome  de  equação  ás  derivadas  parciaes.  Se  a  derivada  da  ordem  mais  elevada  que 
entra  nesta  equação,  é  da  ordem  n,  diz-se  que  a  equação  é  da  ordem  n.  O  estudo  d'estas 
equações  será  feito  no  Calculo  Integral.  Aqui  limitar-nos-hemos  a  observar  que  de  toda  a 
equação 

F[a-',  y,  z,  'f  (m)j=0, 

onde  '5  (it)  representa  uma  funcção  arbitraria  de  u  e  u  representa   uma  funcção    determinada 

de  x,  y  e  z,  resulta  uma  equação  ás  derivadas  parciaes  de  primeira  ordem,  independente  de 

'^,  a  que  satisfaz  a  funcção  z  dada  por  aquella  equação. 

Com  effeito,  derivando-a  relativamente  a  as  e  a  ?/  e  representando  ^c—   e  -^   por  p   e  o. 
'  ^  ^  cx        r^ 

temos  as  equações 

aF^  PF         ,      ÍF      ,.      (du      ca 

aF        ÔF  eF  (ou      in      \ 

cy         cz     ^      &^  (ií)  '  ■  ^      \tix       cz      I 

que,  pela  eliminação  de  'f  («)  e  'f'(íí)  entre  ellas  e  a  proposta,  dão  uma  equação  ás  derivadas 
parciaes  de  primeira  ordem,  independente  da  funcção  arbitraria. 

Exemplos.     I."  A  equação  geral  das  superfícies  cylindiicas 

X  —az  =  !p  (y  —  hz) 
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dá,  derivando  relativamente  a  x  e  a  y,  considerando  s  como  fiinccão  d'estas  variáveis, 

\—aiy  =  —  hiy:,'{y-lz\ 
—  aq  =  [l  —  bq)-~^'{y—bz); 

^  portanto,  eliminando  ■^' [y — fe),  temos  a  equação  ás  derivadas  parciaes  das  superficies  cylin- 
dricas 

ap~~h  q  =  \, 

que  deve  representar  uma  propriedade  comnium  a  todas   estas  superficies.  Adiante  veremos 
qual  é  esta  propriedade. 

2."  A  equação  geral  das  superficies  de  revolução 

ax  +  (Bi/  +  2  =  9  [(X  -  kf  +  {y-  Ip  +  z% 

cujos  eixos  coincidem  com  a  recta  representada  pelas  equações 

X  ==  2(z  —  A-,     3/  =  (3z  -r  í, 

dá  do  mesmo  modo  a  equação  ás  derivadas  parciaes  d'estas  superficies 

(a+p)  (y-l  +  qz)  =  (^+q)  (^^-k+pz). 
3."  Finalmente  da  equação  geral  das  superficies  cónicas 

z — c    '  y.z — c  j 

resulta  a  equação  ás  derivadas  parciaes  d'estas  superficies 

{x — a)p-\-{y —  h)  q  =  z  —  c. 

"6.  Viu-se  nos  números  anteriores  o  modo  de  acliar  as  derivadas  das  funcções  implí- 
citas, quando  se  sabe  «'  priori,  como  acontece  em  muitos  casos,  que  a  funcção  que  se  consi- 
dera admitte  derivada.  Passando  agora  ao  estudo  das  condições  geraes  para  a  existência  de 
derivada  d'estas  funcções,  vamos  demonstrar  os  theoremas  seguintes  (•) : 

Theorema  1."  Se  a  equação 


(')  Os  fundadores  do  calculo  differencial  sabiam  formar  as  derivadas  das  funcções  definidas  por  equações, 
€  Newton  dedicou  mesmo  algumas  paginas  do  seu  Mcthodas  fluxionum  ele.  a  este  assumpto,  ao  qual  Euler 
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for  satisfeita  pelos  valores  Xq  e  //„,  dados  a  x  e  a  y,  se  a  fiincção  F  (x,  y)  admitlir  derivadas 
parciae."  F'^{x,  y)  e  Fj  [x,  y)  continuas  no  ponto  (xq,  y^),  e  se  n'este  ponto  a  derivada  Y\{x,y) 
for  differente  de  zero,  y  é  uma  funcção  definida  de  x  na  visinhança  do  ponto  (Xy,  y^),  e  esta 
funcção  é  continua  e  admitle  uma  derivada  finita  neste  ponto. 

Pondo  X  —  XQ=h  Q  y  —  yQ  =  k  e  representando  por  «i,  a-2  e  03  três  quantidades  infinita- 
mente pequenas  com  h  e  k,  temos  (n."  68-2."),  quando  Fl{x,  y)  e  'P',j{x,  y)  são  finitas  no  in- 
tervallo  de  x^  s.  x^-\- h  &  y^  a,  j/^  +  A;, 

F  {x,  y)  =  [F;  (a-o,  ?/„)  -L  «i]  Ã  +  [Fy  (x„,  ?/o)  +  «-2]  k 
e,  era  virtude  da  continuidade  da  funcção  Fj(a;,  y)  no  ponto  (ít^,,  ?/q), 

Seja  hl  um  numero  de  valor  absoluto  tão  pequeno  que,  para  os  valores  de  |  /i  |  e  \k\  que 
não  sejam  maiores  do  que  |/ii|,  as  quantidades  Fj(x,  y)  e  ¥y(x,  y)  sejam  finitas  e  as  quanti- 
dades 

K  K'  yo)  +  «-^ >  f;  (a?o,  2/0) + «3 

(cujos  primeiros  termos  são  difFerentes  de  zero,  por  hypotliese,  e  cujos  segundos  termos  ten- 
dem para  zero  com  h  e  k)  sejam  difFerentes  de  zero  e  tenham  o  signal  de  F'y(xQ,  ?/q)  ;  e 
dêem-se  na  primeira  das  fórmulas  precedentes  a  ^  o  valor  hi  e  a  h  valores  taes  que  seja 
|Ã|<At.  Teremos,  pondo  Ã  =  +  ÔAf  (onde  6  representa  um  numero  positivo  menor  do  que  a 
unidade) 

F  {x,  y)  =  ±  [F;  (a-„,  y,)  +  «,]  6  /^?  +  [Fj.  (x,,  y,)  +  «-2]  h 


=  /.[f;(.„,,„)  +  «-4i±«||^^^. 


D'esta  fórmula  conckie-se  que  F  {x,  y)  tem  o  signal  de  ln  Fj.  (a-,,,  t/^),  quando  seda  a  |Ai| 
um  valor  tão  pequeno  que  seja 


^'xi^-ç)-,  .Vn)  +  «t 


Fj(«o'  yo)  +  «í 


/'i  <i; 


e  portanto  que,  para  cada  valor  scq  +  Zí  de  x,  comprehendido  entre  o;,,  — //,  ea',|  +  //f,  F(x,  y) 
muda  de  signal,  quando  y  varia  desde  ?/y  —  /íi  até  y^  +  Aj. 

A  cada  valor  de  x  comprehendido  entre  x^  —  h^  e   XQ-]rK]  corresponde   pois   sempre  um 


deu,  nas  suas  Inslitutionea  calculi  differentialis,  a  forma  geral  actualmente  empregada.  Durante  muito  tempo, 
porém,  os  geómetras  admittiram,  sem  demonstração,  a  existência  de  derivada  das  funcções  implicitas  que 
consideraram,  e  foi  Cauchy  quem  principahiinnte  estudou  as  condições  para  que  esta  ciicumstancia  tenha 
logar. 
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valor  de  y,  comprehendido  entre  j/^  —  h\  e  y^^^^K-,  que  satisfaz  (n."  37-1.°)  á  equação 
F(£C^  í/)  =  0;  e  não  pode  corresponder  mais  (n.°  64-2")  do  que  um,  visto  que  a  derivada 
Fj.  (x',  y)  não  é  iiuila  n'este  intervailo.  Logo  a  coilecção  dos  valores  de  y  coinprehendidos 
entre  y^  —  li\  e  ^g  +  Ai,  determinados  pela  equação  F  [x,  y)  =  O,  quando  se  dão  a  x  os  valores 
comprehendidos  entre  sr,,  —  h]  e  Xp  +  Zíf,  eonstitue  uma  funcção  9(a'),  definida  no  intervailo 
considerado,  a  qual  satisfaz  a  esta  equação. 

Como  além  d'isso,  quando  li\  tende  para  zero,  x  tende  para  Xq  e  y  tende  para  ^|,,  vê-se 
que  ç(a;)  é  continua  no  ponto  Xç^. 

Finalmente  a  funeção  ?/  =  ç  ix)  admitte  uma  derivada  finita  no  ponto  («q,  y^).  Com 
effeito,  mudando  na  equação  proposta  x^^  em  Xf^-rh  e  y^  em  y^,-'^k  (representando  agora  por 
yQ-\-k  o  valor  que  toma  a  funeção  y  =  o{x)  quando  a  a;  se  dá  o  valor  Xq  +  ^S  temos 

F  («^0  +  h,yo  +  k)=F  (a;,,,  y^)  +  F^ (a-,,,  ?/„)  /í  +  F;.  (íc,„  3/,,)  A;  +  a,  /.  +  a.  í-  =  O 
ou 

Fx  K,  2/0)  +  F_;.  («,„  2/,,)  -y^ + «1  +  «2  -^ = 0. 

Temos  pois,  fazendo  tender  //  para  zero  e  notando  que,  por  ser  o  (a;)  uma  funeção  con- 
tinua de  X,  k  tende  também  para  zero, 

o'(xo)  =  ]\m^=--^p^, 

o  que  concorda  com  o  que  se  disse  no  n."  72. 

Ao  que  vem  de  dizer-se  accrescentaremos  ainda  o  seguinte. 

Supponliamos  que  F',(x,  y)  e  F,,(a;,  y)  são  fiuicçòes  continuas  no  ponto  (./■,  y),  quando  a,- 
e  y  estão  respectivamente  comprehendidos  nos  intervallos  (ajj,  —  Iv^,  XQ-\-h\)  e  {y^  —  ín,  .yo~^''i'' 
precedentemente  determinados.  N'este  caso  o  ponto  (x,  y)  satisfaz  ás  condições  impostas  no 
enunciado  do  theoreraa  ao  ponto  (x^,  y^),  e  temos  portanto,  para  todos  os  valores  de  x  per- 
tencentes ao  intervailo  {xq  —  /í?,  2/o^"''^) 


'J{X): 


f;k2/) 


^>,  y) ' 


onde  y  =  '^  {x). 

Vê-se  pois  que,  no  intervailo  considerado,  '-p' (a')  é  uma  funeção  definida  de  x,  e  que  esta 
funeção  admitte,  no  mesmo  intervailo,  uma  derivada  finita  'f"  (a;),  quando  o  numerador  e  o 
denominador  da  sua  expressão  a  admittirem,  isto  é,  quando  F(a',  y)  admittir  derivadas  par- 
ciaes  de  segunda  ordem  relativamente  a  x  e  y  que  sejam  continuas  nos  intervallos  precedente- 
mente assignados  a  estas  variáveis. 

Do  mesmo  modo  se  considei-am  as  derivadas  seiriiintes. 
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Theouema  2."  Se  a  equação 


F(i-i,  a--2,  ..  .,  a;„,,  y)  =  0 


for  safixfeita  pelos  valores  ai,  a-2,  .  .  .,  a„„  i/q,  dados  a  xi,  Xi,  .  .  .,  Xm,  y;  se  a  fiincção 
F  {xt,  .  .  .,  x„„  y)  admittir  derivadas  parciaes  de  primeira  ordem  relativamente  a  xi,  x-i,  .  .  ., 
x„„  y,  continuas  no  ponto  {ay,  a-i,  ...,  a^,  yj;  e  se  neste  ponto  a  derivada  Fj  for  diffe- 
rente  de  zero,  y  c  uma  funcção  definida  de  xi,  Xi,  ...  x„,,  na  visinhança  do  ponto  (ai,  a^,  .  .  . , 
a„„  yg),  e  esta  funcção  é  continua  e  admitte  n'este  ponto  derivadas  parciaes  finitas  relativamente 
a  xi,  Xi,  etc. 

A  demonstração  cVeste  tlieorema  é  semelhante  á  demonstraçào  empregada  para  estabelecer 
o  theorema  anterior. 

Theouema  3."  Se  as  equações 

Fi  =  0,  Fo  =  0,  ...,  F„  =  0, 

onde  entrayn  as  variáveis  independentes  Xi,  Xi,  .  .  .,  x„,  e  as  variáveis  dependentes  zi,  Zi,  . . ., 
z,„  foram  satisfeitas  pelos  valores  ai,  ««,  .  .  .,  n,„^  òj,  b-2,  .  .  .,  h„,  duduf,  a  xi,  Xi,  . . .,  Xm, 
zi,  z-i,  .  .  . ,  z„;  se  as  funcçôes  Fj,  F-2,  . .  . ,  F„  admittirem  denvadas  parciaes  de  primeira  ordem 
relativamente  a  xi,  Xi,  .  .  .,  x„„  zi,  zs,  . .  .,  z„,  que  sejam  funcçôes  continuas  d'estas  variáveis 
no  ponto  (ai,  .  .  .,  a,„,  hi,  .  .  .,  &„);  e  se  neste  ponto  o  determinante 


J  = 


ÔF, 

ÕZi 

dzi 

cF, 

cz„ 

dzi 

5F„ 

dzi  ■ 

cFn 
''èZn 

for  differente  de  zero;  zi,  Zi,  .  .  .,  z„  s~w  funcçôes  definidas  de  xi,  x-i,  o::i,  .  .  .,  x„„  na  visi- 
nhança  do  ponto  considerado ,  e  admittem  neste  ponto  derivadas  parciaes  finitas  rdadvamente 
a  XI,  Xi,  X3,  .  .  .,  o;,,,. 

Como  este  theorema  vem  de  ser  demonstrado  no  caso  de  ser  dada  uma  só  equação,  para 
e  demonstrar  completamente,  vamos  provar  que,  se  é  verdadeiro  no  caso  de  serem  dadas  « — 1 
equações,  ainda  é  verdadeiro  quando  são  dadas  n  equações. 

Por  não  ser,  por  hypothese,  nullo  no  ponto  («i,  at,  .  ..,  bi,  hi,  .  .  . ,)  o  determinante  J, 
também  não  podem  ser  nullos  n'este  ponto  todos  os  determinantes  menores  que  resultam  de 
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suppiimir  a  primeira  columna.  Seja  pois,  por  exemplo,  diíFei-ente  de  zero  o  determinante 


Ji  = 


As  equações  F2  =  O,  ...,  F„=U  determinam   n'este  caso   z-2,  23,  ...,    z„  em  funcção  de 
zi,  xif  x-2,  .  . .,  x„„  e,  substituindo  estes  valores  em  F|,  vem 


Fi  (xi,  Xi,  .  .  .,  zi,  Z2,  . .  .)  =  -S'{Xi,  Xi,  .  .  .,  zi). 


Temos  poftanto 


CZ) 


fFi    ,    cFi     ez2 


cFi     ôz„ 


czi         czi      dzi 


cz„     czi 


•Cl-      •  J         1  -        C^Zâ         ÔZ3 

iiilimmanao  depois  -^ — ,  -^ — ,  etc.  entre  esta  equação  e  as  segumtes: 


cFi        cF?     dzi 
dzi  dzs     dzi 


cF-2     dz„ 


dz„      czi 


O, 


cF„    ,    rF,. 


dzi 


CZ-2 


tó-)      Czi 


tiF„    ez„ 


Cz„       CZl 


o, 


vem 


801 


Vê-s9  pois  que    ~  é  difFerente  de  zero  no  ponto  (bi,  ai,  «2,  • . .);  e  portanto  que  (th.  2.°) 


CZl 


a  equação  9  =  O  determina  zj  em  funcçâo  de  xi,  x-i,  etc,  que  esta  funcção  satisfaz  á  equação 
Fi  =  0  conjunctamente  com  os  valores  de  zi,  z^,  etc.  dados,  por  hypothese,  pelas  equações 
F-2  =  0,  F3=0,  etc,  e  que  a  funcção  zi  admitte  também  derivadas  parciaes  relativamente  a 
Xi,  x-2,  etc.  no  ponto  (ò),  ai,  ao,  .  . .). 
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VI 


Dcrivjtdas  dos  determinantes.  Determinantes  funceionaes 


77.     Procuremos  agora  a  derivada  do  determinante 


f{x). 


m  M-2 

Vi     Vi 


onde  Mj,  u-i,  f,,  v-i  são  funcções  de  x. 

Mudando  x  em  x^-h  e  chamando  /f],  Ici,  li,  h>  os  augmentos  correspondentes   de  «i,  it2, 
Vi,  Vi,  vem 


f{x-\-h)=\ 


Ul  -\-  kl     «2  +  ki 
vi  -f  li        Vi  -\-  li 


011,  em  virtude  de  um  theorema  bem  conhecido, 

I  Ml  «2  I      I  M,   Â;2  1      \ki     iii 

I  f  1    f  2  I        I  í^i      ^2  I         Ul        Vi 


I  ^1    ki 

I  ^1        ^-2 


Temos  pois 


/(.)  =  lim/í^±4=-» 


Ml    M2 

+ 

u'l   Ui 

l-|     1-2 

Vi    Vi 

o  raciocinio  precedente  applica-se  evidentemente  a  um  determinante  com  qualquer  nu- 
mero de  coiumnas,  e  vê-se  que  a  derivada  de  uvi  determinante  é  egual  d  somma  dos  determi- 
nantes que  se  obtêem  substituindo  cada  columna  do  determinante  proposto  por  outra  formada 
pelas  derivadas  dos  termos  d'aquella. 

78.     Consideremos  as  funcções 


(1) 


]yi  =  fi(xi,xi,  ...,x„), 

,2/n=fn(Xi,Xi,   ...,X„). 
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Com  as  derivadas   d'estas  funcções  forme-se   o  determinante 


(2) 


que  se  representa  também  por 


a/. 

Ô£Ci 

a/. 

dXn 

ô/„ 

dfn 

dxi 


tíXn 


d{Xl,  Xi,  ...,  x„) 

e  que  se  chama  determinante  funccional  on  jacohiano.  Este  determinante,  estudado  pela  pri- 
meira vez  por  Jacobi,  apparece  em  muitas  questões  e  tem  propriedades  muito  importantes, 
para  o  estudo  das  quaes  se  pôde  recorrer  á  memoria  intitulada  De  determinantibus  functiona- 
libus{^)  d'este  eminente  geometra.  No  theorema  3  "  do  n."  76  vimos  já  uma  questão  em  que 
intervém  este  determinante.  Aqui  vamos  demonstrar,  a  respeito  d'elle,  os  theoremas  seguintes, 
dados  na  referida  memoria. 

I.  Supponhamos  que  as  funcções  yt,  yi,  •  •  ■,  y,,  admittem  derivadas  parciaes  relativas  a 
«1,  x-2,  ...,x„  e  que  estas  derivadas  são  funcções  continuas  d'estas  variáveis.  N'este  caso 
temos  o  theorema  seguinte : 

1."  Se  uma  das  funcções  yi,  3/2,  .  .  .,  y„,,  por  exemplo  yi,  for  uma  funcção  das  outras  e 
admittir  derivadas  parciaes,  relativamente  a  y-2,  ^/3,  . .  . ,  ?/,„  que  sejam  funcções  continuas  d'estas 
variáveis^  o  determinante  (2)  é  identicamente  nullo. 

2."  Se  o  determinante  (2)  for  identicamente  nullo,  mas  não  o  for  um  dos  seus  menores  de 
primeira  ordem,  uma  das  quantidades  yi,  y-2,  etc.  (aquella  cujas  derivadas  não  entram  neste 
determinante  menor)  é  funcção  das  outras,  e  esta  funcção  é  continua  e  admitte  derivadas  par- 
ciaes finitas  nos  pontos  em  que  o  determinante  menor  considerado  não  é  nullo. 

3."  Em  geral,  se  forem  identicamente  nullos  o  determinante  (2)  e  os  seus  menores  até  á  ordem 
i  e  não  o  for  um  dos  determinantes  menores  da  ordem  i-\-l,  i-\-l  das  quantidades  ^1, 
y-2,  .  .  .,  yn  (aquellas  cujas  derivadas  não  entram  neste  determinante  menor)  são  funcções  das 
restantes,  e  estas  fmcções  são  continuas  e  admittem  derivadas  parciaes  finitas  nos  pontos  em 
que  o  determinante  de  ordem  i-\-í  considerado  não  é  nullo. 

Para  demonstrar  esta  proposição,  consideremos  somente  três  funcções 


(1') 


2/1 


fi  (x,,  Xi,  X3),  yi  =fi  (xi,Xi,  «3)  =/3  («i,  Xi,  Xi). 


(')  Jacobi:  Gesammelte  Werke,  tom.  m. 
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É  fácil  de  ver  que  o  raciocinio  que  vamoB  empregar,  é  applicavel   a  maior  numero   de 
funcções. 


Se  for  y,  ='-p(^2,  ^3),  temos 


dxi       d^  Sa;»       Õ2/3    ôa;, 


Sxi  gjí2      5X2  dyz     ÔÍC2 

Sícs       e^íâ    0X3       g2/3    6a?3 

...        ,      êcs         cl» 
e  portanto,  elimmando  ■ — '—  e  — —  entre  estas  equações, 


ô/i  8/.  e/i 

ca;i  6a;2  ôícs 

dfi  dfi  dfi 

dxi  èxi  paja 

5/3  6/3  8/3 

8a;  1  6a;2  80:3 


(2') 


=  0, 


o  que  demonstra  a  primeira  parte  do  theorema. 

Para  demonstrar  a  proposiç.ão  reciproca,  supponhamos  que  o  determinante  (2')  é  identica- 
mente nullo  e  que  um  dos  determinantes  menores  de  segunda  ordem  não  é  identicamente 
nuUo,  por  exemplo  o  determinante 

6(/2,/3). 

ô(aN2,  X3) 

Em  virtude  do  theorema  3."  do  n."  76,  as  duas  ultimas  equações  (1')  determinam  x-i  e  a;3 
como  funcções  de  xi,  1/2  e  ^3,  e,  nos  pontos  em  que  este  determinante  Ucào  ó  nullo,  estas 
funcções  admittem  derivadas  parciaes  relativas  a  a;i,  y-2,  1/3,  dadas  pelas  equações 


dfi_  ,    ôjk_  àx2_       dh_  ca^  ^ Q 
8a;i       8x2  dxi       8x3   dxi         ' 


8/3    1    8/3  8x2       e/3   8a;3 
õxi       dxi  dxi       CX3   dxi 


O, 


Substituindo  estes  valores  de  a:;2  e  053  na  primeira  das  equações  (1'),  vera 
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e,  em  virtude  do  theorema  relativo  á  derivação  das  funcções  compostas,  yi  admitte  derivadas 
parciaes  relativamente  a  íci,  yi  &  y^.  A  derivada  relativa  a  £Ci  é  dada  pela  equação 

^x^        dxi        dxi   dxi       dxj  dxi 

CX^  CX'\ 

onde  se  devem  substituir  -^ —  e  -. —  pelos  seus  valores,  tirados  das  equações  anteriores,  o  que 
dá 

d(fi,fi,fi) 


Ôtf    _    d{X{,  Xj,  X3) 

'dxt~    e(/;,/3) 

d{Xi,  X3) 

Como  o  segundo  membro  d'esta  egualdade  é,  por  hypothese,  identicamente  nullo,  é  iden- 
dicamente  nulla  a  derivada  de  tp  relativamente  a  xi ;  portanto  9  é  independente  de  Xi,  e  temos 

2/1  =  ?  (y^i  ys), 

que  é  o  que  se  queria  demonstrar. 

Se  todos  os  determinantes   menores   de  primeira  ordem  do  determinante  (1')  forem  iden- 
ticamente nuUos,  recorre-se  aos  determinantes   de  segunda  ordem,    que  no  caso  considerado 

não  podem  ser  todos  identicamente  nullos,  sem  que  as  funcções  sejam  todas  constantes.  Seja 
^ /• 

pois  TT-^  um  dos  determinantes   de   terceira   ordem  que  não  ó  identicamente  nullo.  A  ultima 

oa;3 

das  equações  (1')  determinará  X3  em  funcção  de  xi,  «2  e  ?/3,  e  as  suas  derivadas  relativamente 
a  xi  e  x%  serão  dadas  pelas  equações 

õxi        ÒX3   dxi         '      vxi        dx3  ôxi 
Substituindo  o  valor  de  X3  na  primeira  das  equações  (1'),  vem 

I/i  =  ?i'^i,  ^-2,  2/3), 
e  as  derivadas  de  tp  relativamente  a  cei  e  «2  são  dadas  pelas  equações 

ôy  _  a/í    ,    8/t   ga?3 


dxi       dxi       0x3  ^x^  ' 

8y  ^  e/t  1  e/l  5j-3 

dx-2       dxi       ÕX3  bx-i 
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OU,  eliminando  — —  e  -^ —  por  meio  das  equações  anteriores, 

CXl  CXi 

CXi  df3  5-C2  cfs 

ÒX3  CXZ 

Como,  por  hypothese,  os  segundos  membros  d'estas  equações  são  identicamente  nuUos,  a 
funcçiio  'f  é  independente  de  xi  e  a;j,  e  temos 

Do  mesmo  modo  a  segunda  das  equações  (1')  dá 

yi  =  ò  (l/z). 

II.  Se  nas  funcçõeis  f{,  f*,  . .  .,  f„  sttbstituirmos  as  variáveis  xi,  xj,  . .  . ,  x„  por  outras, 
6^,  di,  . . .,  6n,  ligadas  com  as  primeiras  por  equações  dadas,  o  jacobiano  das  novas  fimcções 
estará  ligado  com  o  jacobiano  (2)  pela  relação 

.^>  ciyi,  •■■,yn)^  d(yi,  ■■■,y,)  d (61,  ■■  ■,6„) 

d{xi,  ...,x„)      B [pi,  ...,d„)'d{xi,...,x„)' 

Para  demonstrar  este  theorema,  basta  substituir  no  determinante  (2)  as  derivadas  que  lá 
entram  pelos  seus  valores,  tirados  das  equações  que  se  formam  dando  a  i  e  a  i  os  valores 
1,  2,  . .  .,  M  na  equação 

cy,  _cy^    fôi    ,        j^clh     ih 
c?xi        coi     CXl  cO„     CXl 

€  appliear  depois  o  theorema  da  multiplicação  dos  determinantes. 

A  fórmula  (4)  contem  o  theorema  4."  do  n."  61,  o  qual  corresponde  ao  caso  de  ser  h  =  1. 

III.  Se,  no  theorema  precedente,  as  equações  que  ligam  as  novas  variáveis  ás  antigas  são 
as  equações  lineares 

ÍÔ,  =  «."x,^...  +  a:"x„, 

(õ)  

e.  =  a{"'x,+...  +  aí'x^ 


vem 
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(6) 
pondo 


d(yh  •••'y»)._]yi  ô(yi, 


•  ■■,yn) 


d{xi,  \  .  .,  x„) 


e(9l,    •••,    6n) 


"l"- 


M: 


.  a 


59.     Se   as   funcções  /i,   ...,/„   forem   as   derivadas   parcíaes   V^,  ■••j  p~  ^^  "iii* 
funcção  Jí  =/(«!,  • . .,  «„),  o  determinante  (2)  reduz-se  ao  determinante 


dx]  '    '  dxi  dxr, 


-M-..M 

dXn  Õ£Ci  '  '  *  dxl 


que  se  chama  hesseano,  para  recordar  o  nome  do  eminente  geometra  O.  Hesse,  que  primeiro 
o  considerou. 

A  respeito  d'este  determinante,  limitar-nos-hemos  aqui  a  procurar  a  relação  entre  o  hesseano 
da  funcção  dada  e  o  hesseano  da  funcção  em  que  esta  se  transforma  pela  substituição  das 
variáveis  ^i,  xt,  etc.  pelas  variáveis  6i,  63,  etc,  ligadas  com  as  primeiras  pelas  equações  (5). 

Por  ser  y  funcção  de  xi,  ...,«„  e  portanto  de  ôj,  . . .,  b„,  temos,  em  virtude  das  fór- 
mulas (5), 


d6i 


Substituindo  estes  valores  em 
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e  attendendo  ao  theorema  da  multiplicação  dos  determinantes,  vem 


6(0),   ...,6-) 


Logo  a  fórmula  (6)  dá 


a^     _^__ 


b^y       d-y 


ee„66i  ■  ■  ■  66^ 


=w 


d"-y 

aV 
aôi  a6„ 

d^-y 
ae„aôi 

d'y 

VII 


Derivada  de  limites  de  sommas.  Derivada  dos  arcos  de  curva 


80.     Seja/(a;)  uma  fuucç.ão  de  x  continua  em  todos  os  pontos  do  intervallo  de  x^  a  X. 
Decomponha-se  X  —  x^  em  n  intervallos  eguaes  a,  hi^  h^,  . . . ,  h„,  o  que  dá 

hi  +  h+. .  .  +  h„  =  X  —  XQ, 

e  representem-se  por  zi,  z*,  . .  .,  z„_i  os  números,  comprehendidos  entre  x^  e  X,  que  separam 
estes  intervallos,  isto  é,  os  números  definidos  peias  equações 

zi=x„-irhi,  z-2  =  zi  +  /i2,  . . . ,  X  =  z„_)  +  A„. 

Finalmente,   representem-se   por  Xi,   Xi,   ...,   ,'„   quaesquer   números   que   pertençam   res- 
pectivamente aos  intervallos  de  Xq   a  si,   de  zj   a  z-2,   de  z-z  a  23,  eto.  Posto  isto,  vamos  de- 
monstrar o  theorema  seguinte: 
A  somma 

S  =  hif{Xi)  +  h  f(X-2)  +...  +  Kf{x„)=Z  h,f{xi) 

tende  para  iim  limite,  quando  se  augmenta  o  numero  de  intervallos  em  que  se  decompõe  X — x^y 
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de  modo  que  todas  as  quantidadts  Aj,  hi,  .  .  .,  A„  tendam  para  zero^  e  este  limite  é  sempre  o 
mesmo,  qualquer  que  seja  o  modo  como  se  escolham  os  números  zi,  Zi,  etc,  e  os  numeras  xi,  arj, 
etc. 

Seja  'K.>Xq  e  supponhamos  primeiramente  que  se  escolliem  os  números  xi,  Xi,  etc.  de 
modo  qne  f(xi),  f(.Vii,  etc.  representem  os  maiores  valores  que  toma  f(x),  quando  x  varia 
respectivamente  de  a;^  a  2|,  de  zi  a  zj,  etc.  Decompondo  o  intervallo  A;  em  m  intervallos 
parciaes  h'i,  k'i,  etc,  o  que  dá 

hi  =  h]-Th'i-^.  . ., 

e  chamando  xj,  xi,  etc.  os  valores  de  a;  a  que  correspondem  os  maiores  valores  que  toma 
f{x),  quando  x  varia  desde  2,_i  até  z,_£^-A[^  de  2,_£  +  A,  até  Zi_ j -p Aí -f  Ai'_,  etc,  temos 

e  portanto 

hif(xi)  =  h]f(xi)  +  h-  f(xd  + . . .  >  a; /(x.)  +  h-f(xi} 4- . . . 

O  primeiro  membro  d'esta  desegualdade  representando  uma  qualquer  das  parcellas  de  S 
e  o  segundo  membro  a  somma  das  que  a  substituem  quando  se  divide  /i,  em  «i  partes,  podemos 
concluir  que  a  somma  S  diminue,  quando  augmenta  o  numero  de  partes  em  que  se  divide  o 
intervallo  k^.  Por  outra  parte,  o  seu  valor  conserva-se  sempre  maior  do  que 

m(hi  rki-j-. .  .-rhn)  =  m(K—XQ), 

representando  por  m  o  menor  valor  que  toma  f(x),  quando  x  varia  desde  a-,,  até  X.  Logo  a 
somma  S  tende  para  um  limite,  quando  as  quantidades  /íi,  Aj,  etc  tendem  todas  para  zero. 
Supponhamos  agora  que  f(xi),  f{Xi),  etc.  nào  representam  os  maiores  valores  que  toma 
f{x),  quando  x  varia  respectivamente  de  x^  a  z{,  de  zi  a  23,  etc,  e  sejam  Mi,  Mj,  M3,  etc. 
estes  valores.  Pondo 

temos 

ou,  chamando  i  a  maior  das  quantidades  \u\,  \  ej  |,  etc, 

I  ZhJiXi)  -  r/í,  M; !  =  I  Hki  £,- 1  ^h,  I  £.  I  <  í  IA,. 
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Mas,  por  ser  continua  a  funeção  f{x)  em  todos  os  pontos  desde  Xq  até  X,  a  cada  valor 
de  3,  por  mais  pequeno  que  st^a,  corresponde  um  numero  •^,  tal  que  as  desegualdades 
|£i|<5,  |£2|<3,  etc.  slío  satisfeitas  quando  a  ^i,  /í-2,  etc.  se  dão  valores  inferiores  a  >]('). 
Logo,  quan<lo  //|,  /ís,  etc.  tendem  para  zero,  s  tende  para  zero.  Por  isto  e  por  ser  YUii  egual  a 
X  — a-p,  concluese  da  desegualdade  precedente  que  as  duas  sommas  ^hif{xi)  e  S/í,Mí  tendem 
para  um  mesmo  limite. 

Eesta  demonstrar  que  este  limite  é  sempre  o  mesmo,  qualquer  que  seja  o  modo  como  se 
escolham  os  números  zi,  z-2,  etc.  Para  isso,  consideremos  duas  sommas  S  e  Si,  correspon- 
dentes a  dois  modos  de  divisão  do  intervallo  X  —  Xq,  e  seja  Sa  uma  somma  correspondente  a 
um  terceiro  modo  de  divisão,  em  que  figurem  todos  os  intervallos  das  duas  divisões  anteriores. 
O  intervallo  /i,  da  primtira  divisão  conterá  um  ou  mais  intervallos  k'i,  h'i,  etc.  da  terceira 
divisão,  e  á  parcella  /í,/(a;,)  da  somma  S  corresponderão  as  parcellas 

da  somma  Sj.  Pondo  pois 

f(Xi)  =fix'i}  +  Si,  f(Xi)  =f{xi)  +  £;,..., 

IH  =  Jiifix'^  +  h'i'f{x';)  +..., 
temos 

S2  =  SMi  =  i/-(a-o(^i+Ã;'+... )-!(£, /*;+£;/*;'+...) 
=^f(x^hi-^(s,K+z,f^;+...), 

d'onde  se  tira 

I S2-S  i  =  I  Z(si  a;+£;a;'+.  . .)  \<ú:hi, 

chamando  s  ajmaior  das  quantidades  |  ei  |,  |  sj  |,  . . .,  |  s,  |,  |  si  |,  . . . ,  etc. 

Mas,  por  ser  continua  a  funeção  f{x),  s  tende  para  zero,  quando  /íi,  h-2,  etc.  tendt-m  para 
zero;  logo  S  e  S-i  tendem  para  um  mesmo  limite. 

Demonstra-se  do  mesmo  modo  que  Si  e  S-2  tendem  também  para  um  mesmo  limite. 

Logo  S  e  Si  tendem  para  um  mesmo  limite,  que  é  o  que  se  queria  demonstrar. 

No  que  precede  suppozemos  X>a;Q.  Se  for  porém  X<a;g,  o  theorema  subsiste,  porqne, 
como  as  quantidades  Ai,  h-2,  etc.  são  n'este  caso  negativas,  — S  tende  para  um  limite  deter- 
minado, e  portanto  S  tende  para  um  limite  egual  áquelle  em  valor  absoluto  mas  de  signal 
contrario. 


(')  Este  facto,  consequência  do  tbeorema  4.°  do  n."  37,  foi  considerado  durante   muito   tempo  como  evi- 
dente. 
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I.  No  caso  de  /(.c)  ser  positiva  no  intervallo  de  «„  a  X  e  de  ser  X  >  a;,,,  todas  as  par- 
cellas  de  S  são  também  positivas,  e  o  limite  para  que  tende  esta  somma,  quando  hi,  A-i,  etc. 
tendem  para  zero,  representa,  por  definição,  a  área  do  segmento  plano  limitado  pela  curva 
cuja  equação  é  y  =  f(x),  pelo  eixo  das  abscissas  e  por  duas  parallelas  ao  eixo  das  ordenadas, 
tiradas  pelos  pontos  cujas  aòscissas  são  eguaes  a  Xq  e  X.  Esta  definição  concorda  com  a  que 
íoi  dada  no  n."  Õ8-II,  visto  que  as  sommas  (A)  e  (B),  consideradas  no  referido  paragrapho, 
correspondem  a  dois  modos  particulares  de  escolher  os  valores  de  zi,  z-2,  etc,  que  entram  na 
expressão  de  S;  tem  todavia  uma  forma  mais  geral.  Accrescentaremos  ainda  que  no  n."  58 
se  admittiu  como  postulado  a  existência  do  limite  das  sommas  mencionadas,  e  que  este  facto 
está  agora  demonstrado. 

81.  O  limite  para  que  tende  a  somma  S,  quando  todas  as  quantidades  hi,  h-2,  ete.  tendem 
para  zero,  é  uma  funcção  de  X,  que  representaremos  por  F  (X).  Procuremos  a  derivada  d'esta 
funcção. 

Se  mudarmos  em  F  (X)  a  variável  X  em  X  +  'í  e  se  chamarmos  k  o  augmento  correspon- 
dente desta  funcção,  temos 

k  =  lim[h„+if{x„,.i)  +  . .  .  +  h„_^_,f(x„_^_t)], 
onde  é 

/'h+1  +  ^'«-f  2  +  •  •  •  +  K+i  =  h- 

Representando  por  fix")  e  f(x')  o  menor  e  o  maior  dos  valores  que  toma  f(x),  quando  x 
varia  desde  X  até  X  +  ã,  vê-se  que  o  valor  de  k  está  comprehendido  entre 

f(x'){K+i  +  ...  +  k„+,)==f(x')h 
e 

f[x")(K+i+...  +  h,+,)=f[x")h. 
Logo,  se  /í>0,  temos 

hf{x")<^k<hf{x'\ 


e  portanto 


e,  se  k<0, 


fi^')<^<f{^'y-, 


f{^')<^<f{d'). 
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Fazendo  agora  tender  /;  pnra  zero,  £c'  e  a;''  tendem  para  X  e,  por  ser  continua  a  funcçào 
f(x),f(x')  ef[x")  tendera  para/(X);  temos  portanto 

IimA=/(X). 

Logo  a  funcç(~io  F(X)  adinitte  (hrivoãa  no  ponto  X,  e  esta  derivo.da  é  et/ual  a  f  (K). 
A  demonstração  que  se  deu  d"este  tlieorema  no  n."  53 -III  é  a  representação  geométrica 
dl  que  vem  de  expôr-se 

82.  Derivada  dos  arcos  de  cucun  ('). — Dá-se  o  nome  de  comprimento  de  um  arco  de 
curva  ao  limite  para  que  tendem  os  perímetros  dos  polygonos  inscriptos  n'este  arco,  quando 
todus  os  lados  tendem  para  zero. 

Para  j ustificar  esta  definição,  é  ueces-sariu  demonsti-ar  que  este  limite  existe  e  que  tem  um 
valor  único,  qualquer  que  seja  a  lei  de  iuscripçào  dos  polygonos. 

Supponhamos  que  as  coordenadas  dos  pontos  da  curva  considerada  são  determinadas 
pelas  equações  x^'^[t),  y  =  '^[t),  z  =  ~{t),  dando  diversos  valores  á  variável  independente  í, 
e  que  a  cada  valor  dado  a  t  corresponde  um  único  ponto. 

Em  um  arco  desta  curva,  comprehendido  entre  os  pontos  (ai-p,  y^,  Zq)  e  {x,  y,  z),  corres- 
pondentes aos  valores  í^  e  <  da  variável  independente,  inscrevamos  um  polygono  qualquer,  e 
sejam  (a;i,  yi,  zi),  {x-i,  y-i,  zj),  etc.  os  seus  vértices  e  ?),  í-2,  etc.  os  valores  de  t  a  que  cor- 
respondem. O  perímetro  P  do  polygono  será  dado  pela  fórmula 


P  =  1  V  Virl  - ^.f  +  (2/i+l  -Vi?  +  (^.-f «  -2.f , 

onde  a  somuia  representada  por  Z  se  refere  a  todos  os  lados  do  polygono,  a  qual,  represen- 
t;indo  por  l\ .  t'-  e  <|"  três  valores  de  t,  comprehendidos  entre  <,  e  ^_^|,  por  ã,  a  differença 
fi^-i  — <i  e  atterdendo  ás  egualdades  (n."  64) 

Xi ^i  —  Xi  =  hi  'f '  (í;.),  ^i+i  —  yi  =  A,  f  («;■),  Zi^i  —  z,  =  hi  -'  (<"■), 

se  reduz  á  seíruintc : 


Ponha-se  agora 


p = sA.v  [-.?' (or + [f /O]^ + r-' «;■)] 


t 


(')  Foi  Newton  quem  primeiro  applieou  a  analysc  infinitesimal  á  icclificaçâo  das  curvas.    Antes  d"isso 
poucas  curvas  tinham  sido  rectificadas. 
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e  represente  se  por  z  a  niaior  das  quantidades  jsi  I,   j  ca ' ,  etc.  Teremos 


ronde  resulta 


Mas  a  expressão  de  s,  pode  ser  reduzida  á  fóiuna 


e  portanto  temos,  representando  por  m  o  menor  valor  que  toma  V^[t?' (í)]^ +  [']'' (0]^  +  ['^' (')]* 
nos  pontos  do  arco  considerado  e  suppondo  que  este  valor  é  differente  de  zero, 

h.- 1  <  ^  I  w  m  -  [?'  m' + w  (fiw  -  w  còt- + [^'  cd]'  -  í^'  («.)]- !  ■ 

Suppondo  agora  que  -s'  (i),  '^  (t)  e  rJ  (t)  são  funcyões  continuas  de  f  em  todos  os  pontos  do 
arco  considerado,  a  cada  valor  de  5,  por  mais  pequeno  que  seja,  corresponde  um  numero  v;, 
tal  que  é 

I  [?' «■)] - [?' m' i < s,  I  w (tiíT- w m'  I  <  ^  I  [^' CD]- - [^' fí.)]^ I  < 8, 

quando  Aj,  /i^,   .  .  .,  sào  menores  do  que  r,. 

Logo  temos  |£iK3,  qu;ilquer  qie  scja  ij  e  portanto  também  c<ò;  o  que  mostra  que  s 
tende  para  zero,  quando  /ii,  h->,   .  .  .   tendem  para  zero,  e  poi'tanto  que  é 

lin,  T  -  S/^  l'!'^  (-.',)]-  +  ['>'(',■)? +  [-'('.)?]  =  0. 

Esta  fórmula  mostra,  em  virtude  dos  tlieoremas  demonstrados  nos  números  precedentes, 
que  o  limite  de  P  existe;  que  ó  único,  qualquer  que  seja  o  modo  como  as  quantidades  Iii,  ^2, 
etc.  tendam  para  zero;  e,  finalmente,  que  a  derivada  d'este  limite,  que  representaremos  por 
.s,  é  dada  pela  fórmula 

onde    o    radical    deve    ser   tumado   com    o  signal    -^-   quando  s  e  f  variam  no  mesmo  sentido 
(n.°  63),  e  com  o  signal  —  no  caso  contrario. 
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Da  egualdade  precedente  deduz-se  a  expressão  da  diíferencial  de  s: 


ds  =  [/dx-  +  dy*  +  dz^. 

I.    O  limite  da  razão  do  comprimento  de  um  arco  para  o  da  sua  corda  é  egual  á  unidade. 

Sejam  Z  e  c  os  comprimentos  do  arco  e  da  corda  correspondente,  e  t  n  t-\-dt  os  valores 
que  toma  a  variável  t  nas  suas  extremidades.  Temos,  representando  por  ti,  t-i  e  tj  três  nú- 
meros comprehendidos  entre  t  e  t-\-dt  (n.°  G3). 


C  =  l/[<p  (í  +  d<)  -  cp  {t)]*  +  [if  (í  +  dt)-^  {t)f  +  -  (í  +  dt)  -  T.  (t)]^ 


=  ãW[f'{ti)]*  +  W{h)r  +  [i:'{f3)f. 


Por  outra  parte,    como   l  representa   o  augraento  que  recebe   o  comprimento    do  arco  s, 

contado  a  partir  de  uma  origem  fixa,  quando  se  muda  t  em  t-\-dt,  temos  (n.°  Õ6j  li™ -5-  =  i- 
Logo 


iim —  =  limT-iim  —  =  lim        lt  v /j       lt  v  ,j u j_ 


C  ds  C  l/[=P'(<í)?  +  L'yN?  +  [-'(<3)P 

Basta  agora  attender  a  que  t{,  t-i   e  ^3  tendem   para  t,   quando   dt  tendo  para  zero,   e 
admittir   que   as    funcções   'y'  (Oi   'V  (O   ^   "'  (O   ^^°    continuas   no  ponto  t,   para  concluir  que 

lim— =1. 
c 

II.   Se  a  curva  dada  for  plana,  a  expressão  de  ds  reduz-se  á  seguinte: 


ds=  Vdx^+dy^-. 

Se  quizermos  o  valor  de  ds  expresso  em  coordenadas   polares,    faremos   a  transformação 
da  fórmula  precedente  por  meio  das  relações 

x  =  rj  cos  6,     dx  =  dij  cos  6  —  p  sen  O  f/6, 
y  ^[j  sen  6,     dy  =  cZp  sen  6  +  p  cos  f)  dd, 
e  acharemos 


ds=  v/rfp-  +  p'áe^ 
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VIII 
Mudança  das  Yariaveis 


83.  O  problema  que  vamos  resolver  é  o  seguinte : 

Dada  uma  expressão  analytica  ou  uma  equação,  em  que  entrem  variáveis  independentes, 
variáveis  dependentes  e  derivadas  d'estas,  achar  a  sua  transformada,  quando  se  substituem  todas 
ou  algumas  das  variáveis  por  outras,  ligadas  com  as  primeiras  por  equações  dndas. 

Esta  transformação  é  empregada  em  Geometria,  quando,  tendo  um  resultado  expresso 
em  um  systema  de  coordenadas,  se  quer  exprimil-o  n'outro  systema.  Em  Analyse  tem  também 
uma  importância  grande,  como  iremos  vendo. 

84.  Consideremos  priuieiramente  expressões  em  que  entrem  duas  variáveis,  uma  depen- 
dente e  outra  independente: 

^  \^'  ^'    dx  '     dx^  ' 

e  resolvamos  os  dois  problemas  seguintes: 

1.°  Substituir  a  variável  independente  o:  por  outra  6,  ligada  com  x  pela  relação  -^  (x,  f))^0. 

Chanianilo  x\  x'\  etc,  y\  y'',  etc.  as  derivadas  de  x  e  de  y  relativamente  a  6,  teremos 
(n."  61 -IV) 

^        dx-^'     y        dx^""     ■    á.x-       ' 
w"-^^'3^2^x'x'-^-^x"' 


e  portanto 


dy  _}/'        d-^y       x'ij"  —  y'x" 


dx       x'        dx-  x''^ 

(1)  ■  d^y       x'- y"  —  x  y  x'"  —  Sx' a;" y  +  3^ a;''* 

j  dx^  x'^ 


onde  se  devem  substituir  as  derivadas  de  x  pelos  seus  valores  tirados  da  equação  ■:>  (x,  6)  =  0. 
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Substituindo  depois  os  valores  de  -3^,  -j4ri  etc,  obtidos  d'este  modo,  na  expressão  pro- 
posta,  resolve-se  o  problema  enunciado. 

Exemplo.  —  Substituindo  na  expressão 

onde  F  representa    uma  funcçuo    racional   de  cc,   \/x^-\-bx-\- c  e  y-,  a  variável  a;  por  outra  Ô, 
ligada  com  x  pela  equação 


\/x'^-\-bx-\-c  =  x—B, 

que  dá 

_  6^  — c  2(6^  +  66  +  0) 

'""6  +  26'  (6  +  26)2     ' 

vem  uma  expressão  da  forma 

onde  /  representa  uma  funcção  racional   de  6  e   -,"{-.  Temos  assim  um  exemplo  da  transfor- 
mação  de  uma  funcção  irracional  n'outra  racional. 

2."  Substituir  as  variáveis  x  e  y  por  outras  o  e  6,  ligadas  com  x  e  ^  pelas  equações 

sendo  6  a  nova  variável  independente. 

Para  resolver  este  problema   basta  derivar  as  equações  precedentes   relativamente   a    6, 
considerando  x,  y  e  p  como  funcções  d'eata  variável,  o  que  dá 

Íla:'+-^«'4--^    -^+  ^'-^  -O 

èx'"^  õy^^  d.ç  ■  ee^  Cd  ~^' 
dx"^^  dy^^  ep  •  ee  +  de  ~"' 


e  em  seguida  substituir  nas  fórmulas  (1)  os  valores  de  x',  y',  x",y",  etc,  tirados  das  equações 

precedentes.  Obtêem-se  assim  os  valores  das  derivadas  — ^,  -^r^,  etc.  que  se  devem  substi- 
:  •  ~  ,        r  dx'  dx^ 

tuir  na  expressão  que  se  quer  transformar. 
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Exemplo.  —  Transformar  a  expressão 

sendo 

X  =  p  cos  6,  ?/  =  p  sen  d 

as  equações  que  ligam  as  novas  variáveis  ás  antigas. 
Temos 

x'  =  —~-  cos  d  —  p  sen  6,     y'  =  —^  sen  6  +  p  cos  6 , 
x"  =  -^  cos  6  —  2  -^^  sen  6  —  p  cos  6, 


2/    =T77;TSen 


a 


l5  +  2-^cose  — psenÔ. 


?e«        'de 


Substituindo  estes  valores  de  x',  y\  x",  ete.  na  fórmula 


3 

K 


x'y"  —  7j'x'" 


que  resulta  de  substituir   na  expressão  dada  -j-  e  -—■  pelos    seus  valores,  tirados    das  lor- 

dx       ax- 
mulas  (1),  vem 

85.     Consideremos  agora,  a  respeito  da  func(;rio  de  duas  variáveis  independentes 

_,  /      •          èz      cz       b-z 
h  [x.  y,  z,  — — , , ,  . 

as  duas  questões  seguintes: 

1."  Substituir  as  variáveis  independentes  x  e  y  por  outras  6|  e  6i,  ligadas  com  aquellas 
pelas  equações 
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Poi"  z  ser  funcçSo  de  x  q  y,  e  por  x  e  y  serem  funcções  de  6i  e  fh,  temos 


dz         dz      dx        cz      ^y        dz        dz     cx        cz      cy 

Ô^Z  _  Ô2z    /eíC\2  c^-z         dx^      Sy     ,_^    52» 

"ãêf  ~"  ô«2  \èê^)   +    dx cy  'Wi'~tOi'dx'  ddi 
'^dy-  \SOj  ^  cy'  m 


o    1      ■      •    1        ,  ^  ,     .       ,         ÔíC      ÔíC      g?/      ov     c'ÍC  , 

hubstitumdo  nestas  equações  as  derivadas  -irr-i-rTri  -^1-^1^^75-1    etc.    pelos    seus    va- 
^    ^  côi'  côa'  oôi'  oô-i'  cSj'  ^ 

leres,  tirados  das  equações  que  resultam  de  derivar  'j=0  e  'ji  =  0  relativamente  a  61  e  62,  e 

f"         GZ        Ó  Z 

resolvendo-as  depois  relativamente  a  V— 1 1  ^^^i  <'tc.,  temos  os  valores  d'estas  derivadas, 

ox     cy     cas- 
em funcção  de  61  e  Ôj,  que  se  devem  substituir  na  expressão  que  se  quer  transformar. 

2."  Substituir  as  variáveis  x,  y  e  z  jior  outras  Oi,  6%  e  (j,  ligadas  com  as  j^»-i)?2eií-as  ideias 
equações 

vf{x,  y,  z,  Ô|,  62,  p)  =  0,  '\{x,  y,  z,  Ôi,  h-,  p)  =  O,  (o(x,  w^  z,  Ôi,  6-2,  o)  =  0. 

Resolve-se   este   problema   por  meio    das   fórmulas   anteriores,   substituindo   n'ellas   -ítt-, 

?íx      "^       -z  * 

Ãfi~'  '^1  Pfl~'  ^^^'  P^'''^  ^^"®  valores,  tirados  das  equações  'y  =  0,  '^  =  0,  03  =  0. 

Exemplo.  —  Transformar  a  funeçâo 

/  hz  òz\ 

i  y— — * —  \ 

F  \x,  i/«T^:  '\  ^) , 

suppondo  as  novas  variáveis  ligadas  com  as  antigas  pelas  equações 

x2  +  /  =  e,,  a  +  x  =  ei 
Derivando  estas  equações  relativamente  a  0^  e  6.>,  vem 

o     ^^    I   o     Sá'       1        ca;  gy  a*  w 


o  que  dá 


Temos  pois 
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^  =  0    —  =  9fí    M.  =  J-  _^  =  _?íi: 
bdi        '  oh  '  eei       2y '  dh  y 


dz  1       dz      dz        q       5z        20362    dz 


dOi        2^/     6?/  '  c6á  '  cx  y      Qy 


Substituindo  na  expressão  proposta  os  valores  de  ~ —  e tirados  d'estas  equações,  vem 

uma  expressão  da  forma 

em  que  só  entra  uma  derivada  e  em  que  não  entra  radical  ('). 


{')  As  fórmulas  para  a  mudança  da  variável  independente,  no  caso  das  funcções  de  uma  variável,  foram 
dadas  pela  primeira  vez  no  Traiié  des  infinimenl  petiis  de  L'Hospital.  Os  outi-os  problemas  de  que  vimos  de 
nos  oocupar  n'este  numero  e  no  precedente  foram  considerados  por  Euler  nas  suas  Inslitutiones  calculi  diffe- 
reiúialis. 


CAPITULO  III 

Applicaçoes  geométricas  dos  xirlnclpios  preeeclerites 

I 
Cnryas  planas 

86.      Tangentes  e  normaes.  —  I.    Seja  F(£C^  1/)  =  ^  ^  equação  de  uma  curva  dada,  refe- 
rida a  coordenadas  rectangulares.  A  tangente  a  esta  curva  no  ponto  {x,  y)   passa  por  este 

ponto  e  o  seu  coeficiente  angular  é  egual  a  -—-  (n.°  Õ8-I);   logo  a  equação  d'esta  recta  é 

(representando  por  X  e  Y  as  coordenadas  dos  seus  postos)' 

(1)  Y-,  =  -^(X-.), 

ou,  substituindo  -y-  pelo  seu  valor,  tirado  da  eqaaç<ão  da  curva, 

8F  s  ,    8F 

II.  A  recta  perpendicular  á  tangente,  tirada  pelo  ponto  de  contacto,  diz-se  normal  á  curva 
n'este  ponto,  e  a  sua  equação  é 


X-a;_  Y-y 
oF     ~     cF 
èx  cy 
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A  resj)eito  da  normal  i-esolveremos  aqui  o  problema  seguinte : 

Determinar  o  limite  para  qtie  tende  a  intersecção  das  normaes  á  curva  nos  pontos  {x,  y)  e 
x-\-h,  y-\-k),  quando  o  segundo  ponto  tende  para  o  primeiro. 
As  equações  das  duas  normaes  são 

X-£c  =  -/'(.'-)(Y-?/), 
e  a  segunda  dá,  attendendo  á  primeira  e  á  relação  (n."  55) 


f(a^  +  h)=f{x)  +  h[f"{x)^-zl 


onde  s  representa  uma  quantidade  infinitamente  pequena  com  h, 


h  =  h[f" {x)  +  3]  ( Y - ^ - /.•) - k f  (x). 


Temos  portanto,  dividindo  por  h  e  depois  fazendo  tender  h  para  zero,  as  fórmulas 


(2) 


v-,=i+i/l.x^.=_yl+|^ 


que  detei-minam  as  cooi'denados  (X,  Y)  do  ponto  pedido. 


III.  Dão-se  respectivamente   os  nomes   de  subtangente,   suònormal,  comprimento   da  tan- 


gente e  comprimento  da  normal  aos  segmentos  de  recta  TP,    PN,   TM   e  NM,    determinados 


16Õ 


pela  tangente  e  pela  normal.  A  resolução  dos  triângulos  MTP  t-  MNP  dá,  para  determinar  o 
valor  d'estes  segmentos,  as  fórmulas  seguintes  (6  representando  o  angulo  ilTX)  : 


y 


dx 


subtangente  =  — "    ^  =  y-r-' 
"  tango      ^  dy 

subnormal  =  y  tang  6  =  y  -^> 


tangente  =  \/ y'^ +  -1^*- =  y  J i  ^  {^\ 

normal  =  ^f^M^-  =  í'  \/  ^  +  (^)   • 

Faz  se  muito  uso  d'estas  expressões  para  construir  as  tangentes  e  as  normaes  ás  cui-vas. 

IV.  O  angulo  w  da  recta  OM,  que  une  a  origem  das  coordenadas  a  um  ponto  M  da  curva, 
c  da  tangente  MT  á  curva  n'este  ponto  c  dado  pela  fórmula 


y  - 


tang  10  = 


X         xdy — ydx 


i+^r/    ^^^+y^y 


y 


visto  que  y*  e  -^  são  os  valores  dos  coefficientes  angulares  das  duas  rectas. 
Em  coordenadas  polares  temos,  pondo  a;  =  o  cos  6,  j=psenO, 


tang  to  =  "4 — 
ao 


Tirando  pela  origem  O  das  coordenadas  uma  recta  NT,  perpendicidar  a  OM,  e  traçando 


a  tangente  MT  e  a  normal  MN  á  curva  no  ponto  M,  formam-se  dois  triângulos  rectângulos, 
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cujos  lados  OT,  ON,  MT  e  MN  são  conhecidos  pelos  nomes  de  subtangente  polar,  suhnormal 
polar,  tangente  polar  e  normal  polar.  ^ 

Resolvendo  os  triângulos   considerados   e  notando  que   é  OMT  =  m  e  OM  =  p,  obtêem-?e 
as  fórmulas 


subt.  =  p  tang  lo  =  --. — ,      subn.  =  o  cot  co  =  — , '  ■ 

«p  OB 


V.  A  equação  da  tangente  dá-se  muitas  vezes,    principalmente   no  caso  das  curvas  algé- 
bricas, uma  forma  que  vamos  ver. 

'  -  SC  "U 

E  evidente  que,   mudando  na  equação   da  curva   x  e  y  em  —  e  —,  podemos  representar 
a  curva  proposta  pelas  equações 

Y{x,y,z)  =  0,     2=1, 

r  {Xj  y,  z)  representando  uma  funcção  homogénea  de  x,  y  e  z.  A  equação  da  tangente  pôde 
■  também  ser  escripta  debaixo  da  forma 

ôF  ôF  ôF 

^(X-.)  +  -Y-,)+_(Z-.)  =  0, 

onde  Z  =  z=  1. 

Temos  porém  (n."  70) 

cF      ,  cF      ,   eF 

Logo  podemos  dar  á  equação  da  tangente  a  forma 

ÔF  ^F  fF 

ox  cy  oz  ' 

onde,  depois  de  foi'mar  as  derivadas,  se  deve  pôr  Z  =  z  =  1 . 

VI.  A  theoria  das  tangentes  e  das  normaes  ás  curvas   dá  iogar   a  muitos  problemas  im- 
portantes ;  mencionaremos  aqui  os  seguintes : 

1 ."  Por  um  ponto  (a,  b),  exterior  a  uma  curva  dada,  tirar  tangentes  a  esta  curva. 
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Para  resolver  este  problema,  temos  de  eliminar  x  e  y  entre  a  equação  da  curva  e  a 
equação 

aF      ,   cF         ÍF 
tix  dy  cz 

que  exprime  que  as  tangentes  passam  pelo  ponto  dado.  Os  systemas  de  valores  que  estas 
equações  dão  para  x  e  y,  são  as  coordenadas  dos  pontos  de  contacto. 

Considerando  x  e  y  como  variáveis,  a  ultima  equação  representa  uma  curva,  que  passa 
pelos  pontos  de  contacto  da  curva  dada  com  as  tangentes  tiradas  pelo  ponto  {a,  b).  A  esta 
curva  chama-se  polar  do  ponto  (a,  b)  relativamente  á  curva  dada. 

Se  a  curva  proposta  for  algébrica  de  ordem  n,  a  sua  polar  é  também  algébrica  de  ordem, 
n — 1,  visto  que  as  derivadas  de  F  {Xj  y,  z)  relativamente  s,  x,  y  e  z  são  do  grau  n  —  1. 
N'este  caso,  estas  duas  curvas  não  podem  cortar-se  em  mais  do  que  n(« — 1)  pontos;  e  por- 
tanto jjior  um  ponto  exterior  a  uma  curva  algébrica  não  se  podem  tirar  mais  do  que  n  (n — 1) 
tangentes  a  esta  cit?-v«('). 

2."  Achar  a  condição  para  que  a  recta 

AX-f-BY4-CZ  =  0,     Z=l, 

seja  tangente  a  uma  curva  dada. 

Para  que  a  recta  representada  por  esta  equação  coincida  com  a  recta  representada  pela 
equação  (A),  é  necessário  e  sufficiente  que  seja 

e:A  =  ^:B  =  ^:C. 

tíx  dy  c^s 

Eliminando  pois  x  e  y  entre  estas  equações  e  a  equação  F  (a;^  y)  =  ^  da  cui"va,  obtem-se 
a  equação  de  condição  para  que  a  recta  dada  seja  tangente  á  curva.  Se  esta  equação  for 
satisfeita,  as  duas  equações  anteriores  dão  depois  a  coordenadas  x  e  y  dos  pontos  de  contacto. 

3."   Tirar  as  tangentes  communs  a  duas  curvas  dadas. 

Sejam  F{x,  y,  z)  =  0,  ^(a;!,  yi,  zi)  =  0  as  equações  das  curvas  dadas.  A  equação  geral 
das  tangentes  á  primeira  é  dada  pela  fórmula  (A).  Basta  pois  procurar  a  condição  para  que 
esta  equação  coincida  com  a  equação 

J:lx+-^y+  ?'-z  =  o, 


(')  A  respeito  do  caso   em  que  o  ponto  está  sobre  a  curva  pode  ver-se  um   artigo  que  publicámos  em 
L'Ensei;/iiemeiit  matltématique  (Genève,  tom.  vii). 
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para  resolver  o  problema.  Temos  assim  as  equ;i(;òes 

ôF       écp  _  8F  _    cpe  _  ôF  _    Stp^ 
dx  '  cxi        ciy   '  tiyi        cz  --j^  fzi 

que,  juntamente  com  as  equações  das  curvas  dadas,  determinam  as  coordenadas  x,  y,  x\^  y\ 
dos  pontos  de  contacto  da  tangente  com  as  duas  curvas. 

4."    Tirar  uma  normal  a  uma  curva  ãaãa  por  um  pionto  exterior  [k,  h). 

A  condição  para  que  a  normal  passe  pelo  ponto  {a,  h)  é 

a  —  X       h  —  y 
~ÔF~^^F^' 

dx  dy 

Por  meio  d'esta  equação  e  da  proposta  obtêem-se  as  coordenadas  (x,  y)  dos  pontos  em 
que  as  rectas  pedidas  são  uormaes  á  curva. 

Se  a  proposta  for  uma  curva  algébrica  de  ordem  n,  a  equação  anterior  é  também  do  grau 
n,  e  vê-se  por  isso  que  o  numero  das  normaes  que  se  podem  tirar  a  uma  curva  por  um  ponto 
exterior  não  pôde  ser  superior  a  n'. 

5."  Procurar  o  logar  geométrico  dos  pés  das  perpendiculares  ás  tangentes  a  uma  curva 
dada,  tiradas  por  um  ponto  fixo. 

Tomando  este  ponto  para  origem  das  coordenadas,  obtem-se  a  equação  da  curva  pro- 
curada eleminando  x  e  y  entre  a  equação  da  curva  dada  e  as  seguintes: 

Y-y  =  y'(X-x),     y'Y  +  X  =  0, 

que  representam  a  tangente  e  a  perpendicular   a  esta  recta,  tirada  pela  origem  das  coorde- 
nadas. A  curva  que  vem  de  definir-se  cliama-se  pedaria  da  curva  dada. 

87.  Focos  das  curvas.  —  Generalisando  a  noção  de  foco,  dada  na  theoria  das  cónicas, 
Pliicker  (')  deu  este  nome  aos  pontos  do  plano  de  uma  curva  pelos  quaes  se  lhe  podem  tirar 
duas  tangentes  cujos  coefficientes  angulares  sejam  eguaes  a  +í  e  — ;';,  i  representando  V — 1- 

Para  obter  estas  tangentes,  determine  se  a  constante  C,  que  entra  na  equação 

Y  ±  í-  X  +  C  =  O, 

por  meio  da  que  resulta  de  eliminar  x  e  y   entre  a  equação   da   curva   dada  e   as    seguintes 
(n."  86- VI,  2.°) : 

F;  (x,  y,  z):±i=^  Fj  {x,  y,  z)  :  1  =  F^  {x,  y,  z):C. 


(')  Jornal  de  Crelle,  tom.  x,  1833. 
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Obtidas  assim  as  equações  das  tangentes  que  tèem  para  coefficiente  angular  +i  e  —i, 
basta  procurar  os  pontos  em  que  as  primeiras  cortam  as  segundas,  para  determinar  os  focos 
da  curva  dada. 

Consideremos,  por  exemplo,  a  ellipse 


a2y2  +  J-2a.-2_  «2^2  22  =  0. 


Temos 


h^x 


=^a'y 


e,  eliminando  x  e  y  entre  estas  equações  e  a  da  curva,  C-  =  J-  —  a-. 
Logo  as  equações  das  tangentes  pedidas  são 


Y  =  i  [X  ±  Va*-  -b-^],     Y=  -  i  rX  ±t/  a2  -  b^], 

e  as  duas  primeiras  cortam  as  duas  ultimas  em  quatro  pontos,  dois  reaes  e  dois  imaginários, 
que  são  os  focos  da  curva  considerada.  As  coordenadas  dos  primeiros  sào  (O,  +  V  a'  —  0-],  o 
que  concorda  com  o  que  se  viu  na  theoria  das  cónicas. 

A  noção  geral  de  foco,  que  vimos  de  dar,  tem  uma  grande  importância  na  theoria  das 
curvas  algébricas. 

88.  Concavidade  e  convexidade.  —  Consideremos  um  arco  de  curva  e  pelo  ponto  M  (,i;  y) 
d'este  arco  tiremos  a  normal  MK,  que  se  estende  indefinidamente  em  duas  direcções  oppostas. 
Se  as  normaes  nos  pontos  do  arco,  visinhos  de  M  e  situados  de  ambos  os  lados  d'este  ])ont(», 


cortarem  todas  a  noi"mal  MK  em  pontos  situados  n'uma  mesma  direcção,  diz-se  que  o  arco 
considerado  tem,  na  visinliança  do  ponto  M,  a  sua  concavidade  voltada  no  sentido  MK  e  a 
sua  convexidade  voltada  no  sentido  opposto. 

O  sentido  da  concavidade  determina  se  pois  pela  posição  do  ponto  (X,  Y),  dado  pelas  fór- 

V 
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mulas  (2),  visto  que  estas  fórmulas  dão  o  ponto  para  que  tendem  as  intersecções  da  normal 
á  curva  no  ponto  (.-c,  ?/)  com  as  normaes  nos  pontos  visinhos,  quando  estes  pontos  tendem 
para  {Xj  i/). 

Diz-se  que  um  arco  tem,  na  visinhança  do  ponto  M,  a  sua  concavidade  voltada  no  sentido 
MS,  quando  esta  direcção  forma  um  angulo  agudo  com  a  direcção  MK  da  normal,  no  sentido 
da  qual  está  voltada  a  concavidade. 

Se  a  direcção  dada  é  a  das  ordenadas  positivas,  para  que  esta  direcção  forme  um  angulo 
agudo  com  a  direcção  da  normal  que  contem  o  ponto  CX,  Y),  deve  este  ponto  estar  evidente- 
mente acima  de  uma  parallela  ao  eixo  das  abscissas,  tirada  pelo  ponto  (x,  y),  e  portanto  deve 
ser  Y>y.  A  primeira  das  fórmulas  (2)  mostra  que  isto  tem  logar  todas  as  vezes  que  y"  é 
positivo. 

Vê-se  do  mesmo  modo  que  a  concavidade  está  voltada  no  sentido  das  ordenadas  negativas 
quando  y"  é  negativo. 

Podemos  pois  enunciar  o  theorema  seguinte: 

A  curva  volta  a  sua  concavidade  no  sentido  das  ordenadas  positivas  ou  das  negativas,  na 
visinhança  de  niu  ponto  dado,  no  qual  as  derivadas  y'  e  y"  são  finitas,  segundo  a  derivada  y" 
<'  positiva  ou  negativa  n'este  ponto. 

I.  Se  nos  pontos  visinhos  do  ponto  N,  coUocados  de  um  dos  lados  deste  ponto,  a  conca- 
vidade está  voltada  n'um  sentido  NA  e  nos  pontos  visinhos,  collocados  do  outro  lado,  está 
voltada  no  sentido  opposto  NB,  diz-se  que  N  é  um  ponto  de  inflexão. 

D'esta  deiínição  e  do  theorema  anterior  resulta  imraediatamente  o  theorema  seguinte: 

E  condição  necessária  e  sufficiente  para  que  um  ponto  (x,  y),  no  qual  as  derivadas  y'  e  y' 
são  fi,nitas,  seja  ponto  de  inflexão,  que  y"  mude  neste  ponto  de  signal, 

Funda-se  n'est'i  theorejna  a  indagação  dos  pontos   de  inflexão,   como  adiante  veremos  ('). 

89.  Asymptotas .  —  Uma  recta  diz-se  asymj)tota  de  um  ramo  infinito  de  uma  curva,  se 
a  distancia  de  um  ponto  do  ramo  da  curva  á  recta  tende  para  zero,  quando  o  ponto  se  affasta 
indefinidamente  sobre  a  curva. 

Para  achar  as  asymptotas  não  parallelas  ao  eixo  das  ordenadas  dos  ramos  das  curvas 
planas,  basta  determinar  as  constanteâ  a  u  h,  que  entram  na  equação 

y  =  ax  -f  b, 

de  modo  que  a  diíferença  entre  as  ordenadas  ?/  e  Y  da  recta  e  da  curva,   correspondentes  á 


(']  A  determinação  dos  pontos  de  inflexão  das  curvas  planas  6  um  dos  problemas  a  que  os  inventores  do 
calculo  infinitesimal  applicaram  a  sua  descoberta.  Anteriormente  tinha  sido  o  referido  problema  methodica- 
mente  estudado  por  Sluse  na  '1."  edição  do  seu  Mesolahinm,  publicado  em  1668,  e  tinham  sido  obtidos,  por 
processos  particulares,  por  Huygens,  Descartes,  etc.  os  pontos  de  inflexão  de  algumas  curvas  especiaes  no- 
táveis. 
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mesma  abscissa,  tenda  para  zero,  quando  x  tende  para  o  infinito.  Para  isso  é  necessário  e 
basta  que  seja 

Y  =  fta;  -r  è  +  w, 

representando  por  v  uma  funcçâo  de  x  que  tenda  para  zero,  quando  x  tende  para  o  infinito. 
Temos  pois,  pondo  Y  =  zx  e  Y  =  ax-\-u, 

lim  z  =  lim  —  =  a  -|-  lini =  Oj, 

X  X 

lim  u  =  lini  (Y  —  ax)  ^=b-r-\im  v  =  b; 

e  vê-se  portanto  que,  para  determinar  a,  basta  substituir  Y  por  zx  na  equação  proposta  e 
procurar  depois  o  limite  para  que  tende  z,  quando  x  tende  para  o  infinito ;  e  que,  para  deter- 
minar b,  basta  substituir  Y  por  ax  -j-  u  na  equação  proposta  e  procurar  depois  o  limite  para 
que  tende  u,  quando  x  tende  para  o  infinito.  Devemos  observar  que  é  necessário  e  sufficiente 
para  que  o  ramo  da  curva  do  qual  a  recta  que  vimos  de  achar  é  asymptota,  seja  real,  que 
sejam  reaes  os  valores  pelos  quaes  passa  u,  quando  tende  para  b. 

A  equação  de  qualquer  asymptota  parallela  ao  eixo  das  ordenadas  é  x=a,  onde  a  repre- 
senta evidentemente  o  limite  para  que  tende  a  abscissa  do  ramo  da  curva  considerado,  quando 
y  tende  para  o  infinito  ('j. 

Exemplos.  1."  Appliquemos  primeiramente  este  metbodo  á  equação 

y-  —  2kx  +  mx-, 

que  representa  todas  as  cónicas. 
Pondo,  para  isso,  y  =  zx^  vem 

22_«i_2A-x--i=0, 
e  portanto,  fazendo  tender  x  para  +  ^, 

a  =  lim  3  =  +  V  wi. 

Pondo  em  seguida  ^  =  i  Vmx -\- v,  vem  a  equação 

±2\ímu  —  2k  +  ii'-x-^  =  0, 

(')  A  origem  da  theoria  das  asymptotas  eiicontra-se  na  Enumerado  linearum  tertii  ordinis  de  Newton, 
publicada  cm  1700.  Foi  continuada  por  Stirling  e  Nioole,  em  trabalhos  consagrados  á  demonstração  dos  re- 
sultados enunciados  n'esta  obra  celebre,  e  depois  por  De  Gua  na  obra  intitulada  Usage  de  1'Anahjse  de  Des- 
cartes (1740),  por  Euler  na  sua  Introductio  in  Analysin  infinitorum,  já  mencionada,  por  Cramer  na  sua  notável 
InlroductioH  à  VAnalyse  des  lignes  courbes  (1750),  etc. 
* 


\/m 
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k 
que  determina  uma  funcção  ^l  de  a;~',    que  tende  para  +     —   (além  de  outra  que  tende  para 

o  infinito),  quando  a;~'  tende  para  zero. 

Logo  as  equações  das  a&ymptotas  pedidas  são 

?/  =  +  ^rn[x  +  -^), 


e  são  reaes  quando  m  >  O,  isto  é,  no  caso  de  hyperbole,    imaginarias   quando  m  <  O,  isto    é, 
no  caso  da  ellipse,  e  estão  situados  no  infinito  quando  w=0,  isto  é,  no  caso  da  parábola. 
2."  A  equação 


,   .   /x+l 


dá,  pondo  2/  =  zx  e  depois  x  =  +  <x,  lim2  =  1,   e,  pondo   i/=^x-^u  ea;  =  +Gc,  lim  ?*  =  +  1  ; 
logo  a  curva  correspondente  admitte  as  asymptotas 

y  =  x+l,     y_=x—\. 

Quando  x  tende  para  O,  y  tende  para  +<x\  logo  a  recta  x  =  0   é  também  asymptota   da 
curva. 

3."  Consideremos  finalmente  a  equação 

hxy'^  -\-  kxy  +  ly^  +  my  =  ax^  +  Ix'  -j-cx-^d 

que  pode  representar  todas  as  cubicas,  escolhendo-se   convenientemente  os  eixos  das  coorde- 
nadas. 

Pondo  primeiramente  na  equação  dada  y  —  zx,  vem 

liz^  -  a  +  (Zg*+  hz  —  &)«-*  +  {mz  -  c)  x--  -  áa;  -^  =  O, 

e  portanto,  fazendo  «■  =  +00, 

hz'  —  a  =  0. 
Pondo  depois  na  mesma  equação 


^  =  VT^-" 
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€  ordenando  segundo  as  potencias  de  «-',  vem  um  resultado  da  forma 

que,  para  x  =  +  cc,  dá 

As  rectas  representadas  pelas  equações 

,      f^f     .    bh-la\       Ic 

são  pois  asymptotas  da  curva;  e  estas  asymptotas  são  reaes  quando  «  e  ^  têem  o  mesmo 
signa),  imaginarias  no  caso  contrario,  e  as  suas  distancias  á  origem  tendem  para  o  infinito, 
quando  h  tende  para  zero. 

Escrevendo  a  equação  proposta  debaixo  da  forma 

hx  +  l  +  {kx  +  m)y-^ '={ax'> ^hx"-  +  CX  +  d)  if-^- 

e,  pondo  ?/  =  cd,  vê-se  que  a  curva  tem  uma  terceira  asymptota,  parallela  ao  eixo  das  orde- 
nadas, cuja  equação  é 

hx-\-l  =  Q, 

quando  hei  não  são  simultaneamente  nullos,  e  que  a  distancia  d'esta  asymptota  á  origem 
tende  para  o  infinito,  quando  h  tende  para  zero. 

Se  é  ao  mesmo  tempo  7í  =  0  e  í  =  0,  a  equação  da  curva  reduz-se  á  seguinte: 

fcc  +  ín  =  {ax^-\-hx-  -\-  cx-rd)y~^, 

e  vê-se  que  ainda  existe  uma  asymptota  parallela  ao  eixo  das  ordenadas,  cuja  equação  é 

]cx  -\-  VI  =  O, 

e  que  a  distancia  d'esta  asymptota  á  origem  tende  para  o  infinito,  quando  k  tende  para  zero. 

I.  í^upponhamos  que  na  equação  da  tangente 

Y=yx+y-ay 
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a  um  ramo  infinito  de  uma  curva,  no  ponto  {x,  y)^  os  parâmetros  ?/  e  y  —  xy'  tendem  para 
os  parâmetros  a  e  &  de  uma  recta  Y  =  aX  +  i^  quando  x  tende  para  o  infinito.  N'este  caso  a 
recta  Y  =  aK-\-b  é  asymptota  da  curva. 

Para  demonstrar  este  tlieorema,  basta  mostrar  que  —  e  y  —  ax  tendem  respectivamente 
para  a  e  h,  quando  x  tende  para  cc. 

Como  y'  e  y  —  xy'  tendem  para  a  e  h,  quando  x  tende  para  cc,  vê-se  immediatamente  que 

tende  para  O,  e  portanto  que  — -  tende  para  a. 

SC  SC 

Em  segundo  logar  temos,  pondo  x  =  t-^  e  y=f{x),  applicando  o  theorema  3."  do  n."  64 
á  funcçàio /(*"') '  —  "^^  pondo  para  isso  no  referido  theorema  a/^  =  O,  I/  =  t  e  notando  que  esta 
funcção  é  nulla  quando  t  =  0  (por  ser  egual  a  x~^y — «), 


lim(3/-«x)  =  lim-^^-^ =  lim  \mi)-']-rW)-'W)-'\ 


-\n^{f{t-')~S\t-')t-''\  =  \^n^{y-xy)=h. 


í=0 


90.  Cxirvatura.  —  Chama-se  curvatura  média  de  um  arcv  de  curva,  comprehendido  entre 
os  pontos  M  e  M',  a  razão  entre  o  angulo  formado  pelas  tangentes  MT  e  M'T'  á  curva  nas 
extremidades  do  arco  e  o  comprimento  do  arco. 

Chama-se  curvatura  da  curva  no  ponto  ]\I  o  limite  para  que  tende  a  razão  precedente, 
quando  o  arco  tende  para  zero. 

Sejam  y=f{x)  a  equação  da  curva  em  coordenadas  rectangulares,    6   o  angulo  das  tan- 


gentes nas  extremidades  do  arco  e  l  o  comprimento  do  arco ;  a  curvatura  da  curva  no  ponto  M 

será  egual  a  lim  -y,  e  vamos  deterrainal-a  em  funcção  das  coordenadas  do  ponto. 

Representemos  por  lo  o  angulo  formado  pela  tangente  á  curva  n'este  ponto  com  o  eixo 
das  abscissas  e  por  s  o  comprimento  do  arco  comprehendido  entre  uma  origem  fixa  O,  a  partir 
da  qual  se  contam  os  arcos,  e  o  ponto  M.  Por  ser  egual  a  6  o  valor  absoluto  do  augmento, 
positivo  ou  negativo,  que  recebe  o  angulo  que  forma   a  tangente   com  o  eixo  das  abscissas, 
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quando  se  passa  do  ponto  M  para  M',  isto  é,  quando  se  muda  s  em  $-{-1,  temos,  em  virtude 
<la  definição  de  derivada, 

,.      6        .   du) 
curvatura  =  ura  -r  =  ±  ~r-' 
l  as 

Obtida  esta  primeira  expressão  da  curvatura,  vamos  deduzir  d'ella  uma  outra,  em  funcção 
das  coordenadas  (x,  y)  do  ponto  M.  Para  isso,  basta  derivar  a  equação  ?/'=  tango)  relativa- 
mente a  X.  o  que  dá 

€  substituir  na  expressão  precedente   Ao  e  ds  pelos  seus  valores,    dados  por  esta   equação  e 


pela  equação  ãs=  l/]  -\-y'-dx,   o  que  dá 
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(o)  curvatura  =  -=-,  K  =  ± t. =  +  — t-iti 

\  /  R'  y"  y  y 

onde  N  representa  (n."  86-III)  o  comprimento  da  normal,  e  onde  se  deve  empregar  o  signal 
a  que  corresponde  um  valor  positivo  de  R,  pois  que  se  considera  a  curvatura  como  uma  quan- 
tidade essencialmente  positiva. 

I.  Applicando  a  fórmula  precedente  á  eireumferencia  a;-  +  y^  =  r-,  vemR  =  r;  e  portanto 
a  curvatura  da  eireumferencia  é  constante  inversa  do  seu  raio. 

Se  pelo  ponto  {x,  y)  da  curva  dada  fizermos  passar  uma  eireumferencia,  cujo  centro  esteja 
sobre  a  normal  á  curva  n'este  ponto,  do  lado  para  onde  ella  volta  a  concavidade,  e  cujo  raio 
seja  egual  a  R,  esta  eireumferencia  é  tangente  á  curva  e  tem  em  toda  a  sua  extensão  a 
mesma  curvatura  que  a  curva  considerada  tem  no  ponto  (x,  y).  Ao  circulo  assim  obtido  dá-se 
o  nome  de  circulo  de  curvatura  da  curva  no  ponto  {x,  y).  E  fácil  obter  as  coordenadas 
{oji,  yi)  do  centro  d'este  circulo,  que  se  chama  centro  de  curvatura. 

Com  eS'eito,  por  passar  este  circulo  pelo  ponto  (x,  y)  e  por  ser  o  seu  raio  egual  a  R, 
tem  s 

<4)  (a,-x.)-^-|-(3,_y,)^  =  R^  =  ^-^.^S 

e,  por  estar  o  seu  centro  sobre  a  normal  á  curva  no  ponto  {x,  y),  temos 
(5)  xi—x  =  —y'(yi—y). 
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Eliminando  Xi  e  yi  entre  estas  equações,  obtêem-se  as  fórmulas 


x,i  =  .X-  +  y  — —- ,  yi=y:L       ,, 


que  dão  as  coordenadas  nào  só  do  centro  de  curvatura,  collocado  do  lado  para  onde  a  curva 
volta  a  concavidade,  mas  também  as  do  centro  do  circulo  tangente  á  curva  no  ponto  (x,  y) 
e  egual  ao  de  curvatura,  collocado  do  lado  para  onde  ella  volta  a  concavidade.  Para  distinguir 
quaes  dos  signaes  das  fórmulas  precedentes  correspondem  ao  centro  de  curvatura,  basta  com- 
paral-as  com  as  fórmulas  (2)  do  n."  8G,  que  determinam  um  ponto  (X,  Y)  para  o  qual  está 
voltada  a  concavidade  da  curva.  Vê-se  assim  que  as  coordenadas  do  centro  de  curvatura  sào 
dadas  pelas  fórmulas 

,«v  ,1+.'/-  ,1±3l! 

Cesta  comparação  conclue-se  também,  attendendo  ao  que  se  disse  no  n."  86-11,  que  o 
centro  de  curvatura  da  curva  no  punto  {se,  y)  é  o  limite  piara  que  tende  a  intersecção  da  normal 
á  curva  no  ponio  considerado  com  a  normal  num  ponto  infinitamente  próximo,  quando  o  se- 
gundo tende  para  o  primeiro. 

II.  Se,  em  logar  da  variável  independente  x,  quizermos  empregar  outra  variável  t,  ligada 
com  X  por  uma  relação  dada,  transformaremos  as  fórmulas  (3)  e  (6)  por  meio  das  fórmulas 
(1)  do  n."  84,  e  teremos 


3 

Xi  — 


'    ij'x"  —  x'ij"-'^      -^      7jx"  —  x'y"'  ij'x"—x'y'" 


onde  x'  e  y'  representam  agora  as  derivadas   de  x  e  y  relativamente  a  f.  A  expressão  de  R 
em  coordenadas  polares  foi  dada  no  n."  84. 

III.  A  cada  ponto  {x,  y)  da  curva  proposta  corresponde  um  centro  de  curvatura.  Quando 
o  ponto  (x,  y)  descreve  esta  curva,  o  centro  de  curvatura  descreve  outra,  cuja  equação  se 
acha  eliminando  x  e  y  entre  as  equações  (6)  e  a  equação  proposta.  A  esta  ultima  curva  dá-se 
o  nome  de  evoluta  da  curva  dada,  e  a  esta  o  nome  de  evolvente  d'aquella.  A  respeito  da  re- 
lação entre  a  evoJuta  e  a  evolvente  demonstraremos  as  duas  proposições  importantes  seguintes: 

1."  A  normal  a  uma  curva  dada  no  p>onto  (x,  y)  é  tangente  á  sua  evoluta  no  ponto  (;X\,  i/i) 
correspondente. 

Com  eíTeito,  diíFerenciando  as  equações  (tí),  vem 

dxi  =  dx  —  ( 1  -h  y'')  dx  —  y'd j~ , 

1  +  v'^ 
dy,=y'dx  +  d^r^. 
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Multiplicando  a  segunda  d"estas  equações  por  y  e  sommando  o  resultado  com  a  primeira, 
obtem-se  a  equação 


(7) 


^^^1=^' 


que,  por  ser  y'  o  coeficiente  angular  da  tangente  á  curva  proposta  no  ponto  [x,  y)  e      " 

o  coeficiente  angular  da  tangente  á  evoluta  no  ponto  (cci,  yC)  correspondente,  mostra  que  estas 
duas  rectas  são  perpendiculares. 

2.*  A  differença  entre  os  raios  de  curvatura  correspondentes  a  dois  pontos  de  uma  curva 
dada  é  egual  ao  comprimento  do  arco  da  evoluta  comprehendido  entre  os  seus  respectivos  centros 
de  curvatura,  quando  entre  os  dois  pontos  o  raio  de  curvatura  cresce  ou  decresce  sempre. 

Seja  MP  um  arco  da  curva  considerada,   KQ  o  arco  correspondente  da  evoluta  e  O  um 


ponto  fixo,  a  partir  do  qual  se  contam  os  comprimentos  dos  arcos  da  evoluta.  Chamando  Sí  o 
comprimento  do  arco  OQ,  teremos 

ds',  =  dx',  +  difi. 
Differenciando  a  equação  (4)  e  attendendo  á  equação  (5),  vem 

(x  —  xi)  dxi -r(y—yi)dyi  =  —  RrfR. 
A  equação  (7)  dá  também,  eliminando  y  por  meio  de  (õ), 

(x  —  xi)  dyi  —  (y  —  yi)  dxi  =  0. 
Elevando  ao  quadrado  os  dois  membros  das  equações  precedentes  e  sommando,  vem 

dx-  +  dy-,=d]i'-. 

Temos  pois 

ds^ dE 

dx  dx 
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onde  se  deve  empregar  o  signal   +  ou  — ,  segundo  R  e  sj  variam  no  mesmo  sentido    ou  em 
sentido  contrario  no  intervallo  considerado  (n."  63). 

No  primeiro  caso  temos  (n."  64,  th.  3.°-2."),  C  representando  uma  constante, 

6")  =  R  +  C, 

e,  do  mesmo  modo,  chamando  R^  o  raio  MN  e  .Sp  o  comprimento  do  arco  ON, 

*o  ^^  "^0  '  ^ ' 
e  portanto 

SI  —  .'o  =  R  —  Rfl- 

No  segundo  caso  (o  da  figura  quando  se  toma  o  ponto  L  para  origem  dos  arcos)  vem  do 
mesmo  modo 


'^0' 


•  6'i  ^  R  —  Rq. 


Resulta  d'esta  proposição  que,  se  coUocarmos  sobre  PQ  um  fio  flexivel  e  inextensivel  e 
o  enrolarmos  sobre  QNO,  fixando  uma  extremidade  em  Q  e  conservando-o  sempre  tenso,  a 
outra  extremidade  P  descreve  uma  evolvente  de  QNO.  Esta  propriedade  das  evolutas  fiai 
approveitada  por  Huygens  para  construir  um  pêndulo  que  descreva  uma  curva  dada  qualquer  ; 
e  fi)i  mesmo  esta  questão  de  Mecânica  que  levou  aquelle  grande  geometra  á  invenção  da  theo- 
ria  que  vem  de  ser  considerada,  da  qual  se  occupou  no  seu  admirável  tratado  De  horelogio 
oscillatorio,  publicado  em  1673,  onde  lhe  consagrou  um  capitulo  que  é  uma  obra  prima  de 
geometria  pura  ('). 

91.     Exemplos  (-).  I.  Consideremos  primeiro  a  parábola  cuja  equação  é 

y^  =  2px. 

1)  A  equação  da  tangente  no  ponto  (x,  y)  é 

2/(Y-z/)=i^(X-«). 


O  A  definição  que  Huygens  deu  de  evoluta,  é  independente  da  consideração  do  circulo  de  curvatura.  A 
noção  de  curvatura  foi  dada.  maia  tarde  por  Leibnitz  e  Newton,  e  foi  estudada  principalmente  por  este 
ultimo  geometra,  pelo  methodo  das  derivadas,  uo  seu  Methndus  Fluxionum. 

(2)  Fazemos  aqui  applieação  das  doutrinas  precedentes  semente  ás  cónicas  e  á  cycloide.  Podem  ver-se 
muitas  outras  applicações  no  nosso  Tratado  de  las  curvas  espccuiles  notables,  publicado  pela  Academia  das 
Sciencias  de  Madrid,  onde  são  systematicamente  estudadas  as  curvas  mais  notáveis  pelas  suas  propriedades^ 
pela  sua  historia  ou  pelas  suas  applicações. 
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2)  As  expressões  da  subtangente,  da  subnormal  e  da  normal  são 


subt  =  2a;^  auhn=p,  norm  =  N=  v223x+p- 


Resultam  das  duas  primeiras  egualdades  meios  fáceis  de  construir  a  tangente  e  a  normal  á 
curva. 

3)  As  fórmulas  (3)  e  (6)  dào  as  expressões  do  raio  de  curvatura  e  das  coordenadas  do 
centro  de  curvatura: 


R  = 


(f+p'')'-        ('2px^p'-)^        N3 


P' 


,    P-  +  f-        o       , 
X[  =X-T- ^^—  =  àx  -rP, 


yí  =  y- 


(p-  +  f)y_      y^ 
P'  P' 


4)  Eliminando  x  &  y  entre  as  duas  ultimas  equações  e  a  da  parábola,  vem  a  equação  da 
evoluta : 

que  representa  a  curva  de  terceira  ordem  a  que  se  dá  o  nome  de  parábola  semicubica. 

Esta  equação  mostra  que  a  evoluta  da  parábola  é  formada  por  dois  ramos,   symetrica- 
mente  dispostos  relativamente  ao  eixo  das  abscissas,   que  partem  do  ponto  A,   cujas  coorde- 


nadas são  (p,  0),  e  se  estendem  indefinidamente  no  sentido  das  abscissas  positivas,  quando 
^>0,  ou  no  sentido  das  abscissas  negativas,  quando  p<  O,   affastando-se  cada  vez  mais  do 
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eixo  das  abscissas.  A  primeira  das  equações 

mostra  que  no  ponto  (pj,  0)  é  i/'i  =0,  e  portanto  que  os  dois  ramos  da  curva  são  tangentes 
n'este  ponto  ao  eixo  das  abscissas.  A  segunda  mostra  que,  em  cada  ramo  da  curva,  yi  tem  um 
signal  constante,  e  portanto  que  a  curva  não  tem  pontos  de  inflexão. 

II.  Consideremos  em  segundo  logar  a  ellipse 

Temos 

j_b^       n_ ^ 

6  portanto : 

1)  A  equação  da  tangente  á  curva  no  ponto  (x,  y)  é 

a-iy  (Y  -  ?/)  +  l/'x  (X  -  íc)  =  O 
ou 

ahjY  +  h'^x^  =  cC-l*'. 

2)  A  expressão  do  raio  de  curvatura  no  ponto  {x^  y)  é  (n.°  90) 

~    6*    ~  p^  ' 

2p  representando  o  parâmetro. 

Mudanda  h  em  h  V  —\,  vê-se  que  esta  expressão  de  R  tem  também  logar  no  caso  da  hy- 
perbole.  Comparando  a  com  a  expressão  do  raio  de  cuivatura  da  parábola,  conclue-se  que 
em  todas  as  secções  cónicas  o  raio  de  curvatura  em  um  ponto  dado  é  egual  ao  cubo  do  segmento 
da  normal  compréhendido  entre  este  ponto  e  o  eixo  que  coitem  os  focos,  dividido  pelo  quadrado 
do  semiparametro. 

As  coordenadas  do  centro  de  curvatura  são  dadas  pelas  fórmulas 

c-'»;^  c- W'' 

onde  c-  =  a-  —  h-. 


181 


3)  A  equação  da  evoluta  ;icha-se  eliminando  x  q  y  entre   as   ultimas  equações  e  a  da 
ellipse,  o  que  dá 


(^)^+(^)*=i. 


Como  esta  equação  não  se  altera  pela  mudança  de  xi  em  —  «i  e  de  yi  em  —  ?/t,  vê-se 
que  a  curva  é  composta  de  quatro  ramos  eguaes,  symetricos  relativamente  aos  eixos  coorde- 
nados. Basta  portanto,  para  conhecer  a  sua  forma,  discutir  o  ramo  correspondente  ás  coor- 
denadas positivas,  para  o  que  se  deve  attender  á  equação  da  curva  e  ás  egualdades 


«*2/i\  3 


b-^xi 


y^=-^\b 


Cl 


3-    y^xi—yi 


1."  A  curva  corta   o  eixo    das  abscissas  positivas   no  ponto   (^+--j-,  Oj,  e  n'este  ponto  é 
tangente  a  este  eixo,  visto  que  é  y,  =  O  quando  yi  =  0. 

IN 


2."  Quando  xi  diminue,  yi  augmenta  e  a  curva  affasta-se   do  eixo  das  abscissas,   conser- 
vando sempre  a  concavidade  voltada  no  sentido  das  ordenadas  positivas,  visto  que  y\  é  positivo. 

3."  A  curva  corta  o  eixo  das  ordenadas  positivas  no  ponto    (O,  -7-1,0  n'este  ponto  é  tan- 
gente a  este  eixo,  visto  que  é  ?/',  =  co  quando  a;j  =  0.  ^ 

4."  Quando   o  valor   absoluto   de  a'i   é  maior  de   que  — ;,  yi  é  imaginário.   Logo  a  estes 

valores  de  au  não  correspondem  pontos  da  curva.  Do  mesmo  modo  aos  valores  de  yi  maiores 
do  que  -j-  não  correspondem  pontos  da  curva. 


III.  Chama-se  cycloide  a  curva  gerada  pelo  ponto  M  de  uma  circumferencia  que  rola,  sem 
escorregar,  sobre  uma  recta  dada  OB. 
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D'esta  definição  resulta  immediatamente  que  a  curva  é  composta  de  um  numero  infinito 
de  arcos  eguaes  a  ODB,  que  este  arco  tem  um  eixo  de  symetria  DE,  egual  ao  diâmetro  do 
circulo  gerador,  e  que  OB  é  egual  ao  comprimento  da  circumferencia  do  mesmo  circulo. 


Y 

G 

D 

B     X 

Li"  1     ^ — ■*■ 

F       j 

E                             ^ 

K                              ^ 

(o, 

L 

Para  achar  a  equação  da  curva,  consideremos  um  ponto  qualquer  M,  correspondente  á 
posição  C  do  centro  do  circulo  gerador,  e,  tomando  OB  para  eixo  das  abscissas  e  a  perpen- 
dicular a  esta  recta,  tirada  por  O,  para  eixo  das  ordenadas,  exprimamos  as  coordenadas 
{x,  y)  do  ponto  M  em  funcção  do  angulo  MCQ,  formado  por  MC  com  a  recta  CQ,  perpen- 
dicular a  OB.  Para  isso,  notemos  que  é,  por  definição,  t  representando  o  angulo  MCQ  e  r 
o  raio  da  circumferencia  geradora, 


6  portanto 


OQ  =  arco  MQ  =  r<; 

a;=OP=OQ  — PQ  =  r(<  — senO, 

^=MP  =  CQ-CF  =  r(l-cos<). 


Estas  duas  equações  determinam  todos  os  pontos  do  arco  ODB,  dando  a  t  todos  os  va- 
lores desde  O  até  2~,  &  dariam,  pela  eliminação  de  t,  a  equação  da  curva;  mas  vamos  estu- 
dal-a  sem  fazer  esta  eliminação. 

1)  A  equação  da  normal  é,  tomando  t  para  variável  independente, 


onde 


dx  ,  ,  dy 

-~T~  ■■=!•  <yl  —  cos  tj  =  y,  —^  =  r  sen  t. 


dt  '  '      -"  dt 

Para  achar  a  sua  intersecção  com  o  eixo  das  abscissas,  façamos  Y  =  O,  o  que  dá 

ry  sen  í  =  (X— x)  y, 
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e  portanto 

X  =  x+r  senií=OP  +  PQ=OQ. 

Logo  a  normal  â  cycloide  num  pon*o  dado  "M  passa  pelo  ponto  Q  onde  o  circulo  gerador 
correspondente  toca  a  recta  sobre  que  gira  (Descartes). 
2)  O  comprimento  da  normal  é  dado  pela  fórmula 

N^  =  2/-  +  PQ-  =  y-  +  r^'  sen^  f, 
e  vem  portanto 

N  =  r  \^2(í  —  cost)  =  2r  sen  i_. 

)  A  ultima  fórmula  do  n."  90-11,  pondo 

x'  =r(í  —  cos  <),  a;"  =  r  sen  t,  ij  =  r  sen  t,  7j"  =  r  cos  t, 
dá  a  expressão  seguinte  do  raio  de  curvatura : 


R  =  2  í-  y/ 2(1— cos  t)  =  2N, 

a  qual  mostra  que  o  raio  de  curvatura  MMi  é  egual  ao  dobro  do  comprimento  MQ  da  normal. 

As  coordenadas  (íci,  yC)  do  centro  de  curvatura  Mj,  isto  é,  OS  e  MiS,  obtêem-se  imme- 

diatamente  como  consequência  da  egualdade  dos  triângulos  MPQ  e  MjSQ,   da  qual  resulta 

M,S  =  MP,  OS  =  O^Q+QS  =  OQ  +  PQ, 
e  portanto 

xi=r{t-\-  sen  í),  7/i  =  r( —  1  -f  cos  t). 

Estas  equações  dSo,  pela  eliminação  de  t,  a  equação  da  evoluta  da  cycloide. 
4)  Como  <  é  variável  independente,   podemos  n'estas  equações  mudar  í  em  <  +  ~,   sem 
alterar  a  natureza  da  curva  que  ellas  representam,  e  vem 

XI  =  r  (í  +  ~  —  sen  t),  3/1  =  ?•  (—  1  —  cos  t). 

Mudando  depois  a  origem  das  coordenadas  para  o  ponto  Oi,  cujas  ordenadas  são  {zr,  —  2r), 
isto  é,  mudando  xi  em  xi  -{-r.r  e  yi  em  yi  — 2;-;,  vPem  as  equações 

XI  =  ?•  (í  —  sen  t),  yi  =  j-  (1  —  cos  t], 
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d'onde  se  conclue  que  a  evolufa  da  cycloiãe  é  outra  cycloide,  egtial  á  jjrimeira,  cujo  circulo 
gerador  rola  sobre  uma  recta  KL,  parallela  a  OB,  tirada  pelo  ponto  Oi,  e  cujo  ponto  gerador 
parte  de  Oj  (Huygens). 

II 
CiirTas  110  espaço 

92.     Tangentes  e  normaes.  —  Consideremos  a  curva  representada  pelas  equações 
(1)  f{x,y,z)  =  0,     F(x,y,z)  =  0. 

I.  A  tangente  a  esta  curva  no  ponto  {x,  y,  z)  definese,  como  no  caso  das  curvas  planas, 
como  limite  das  posições  que  toma  a  secante  que  passa  pelo  ponto  (x,  y,  z)  e  pelo  ponto  infi- 
nitamente próximo  (x^li,  y-^Ti,  s-r^)>  quando  o  segundo  ponto  tende  para  o  primeiro. 

Como  a  secante  considerada  passa  pelos  dois  pontos  (a;,  y,  z)  e  (x-\-h,  y-\:k,  z-\-l),  as 
suas  equações  são  (chamando  X,  Y,  Z  as  suas  coordenadas  correntes) 

Y-3,  =  A(X_a.),     Z-3  =  i-(X-x); 
e  portanto  as  equações  da  tangente  são 

As  derivadas  -^  e  -r—  são  dadas  pelas  equações  da  curva 
dx       dx  ^  ^     ' 

Substituindo  nas  equações 

(A)  ^  +  èLÈL+^Jl  =  o  ^+^^  +  ^^  =  0 

dx    '    dy   dx        ôz    dx         '    õx        ây   dx        õz    dx         ' 

dy         dz 
-j—  e  ~j~  pelos  valores  dados  pelas  fúrmuias  (2),  dá-se  ás  equações  da  tangente  a  forma 

(f(X-.)  +  -^(Y-,)  +  f(Z-.)  =  0, 

(2') 

icF  dF  rF 

^{X-x)  +  ^{Y-y)+^{Z-z)=0. 
'  cx  ^  dy  Cs 
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II.  Os  cosenos  dos  ângulos  a,  3,  ■,-  formados  pela  tangente  á  curva  no  ponto  (x,  y,  z)  com 
os  eixos  coordenados  rectangulares  são  dados,  em  virtude  de  fórmulas  bem  conhecidas  da 
Geometria  Analytica,  pelas  equações 


(3) 
onde 


coso  = 


ày 


ãz 


'  cos?  =  ^-,  cosY  =  -^, 


ds 


ds  ■ 


(?*■=  \'dx'-  +  df-}-dz^. 


III.  Chama-se  plano  noitnal  á  curva  no  ponto  (x,  y,  z)  o  plano  que  passa  por  este  ponto 
perpendicularmente  á  tangente. 

Applicando  ás  equações  (2)  as  fórmulas,  conhecidas  de  Geometria  Analytica,  que  dão  a 
equação  do  plano  perpendicular  a  uma  recta  dada,  vem  a  equação  do  plano  normal 


(4) 


(X  — «)  dx-^Çí  —  y)  dy  +  {Z  —  z)  dz  =  Q, 


onde  X,  Y  e  Z  representam  as  coordenadas  correntes  do  plano. 

Eliminando  -^  e  -^ 
dx       dx 

do  plano  normal  a  forma 


Eliminando  -^  e  -^  entre  esta  equação  e  as  equações  (A),  pôde  ainda  dar-se  á  equação 


(4') 


X  — oj 


Y-2/ 


Z-z 


of 

^f 

df 

èx 

èy 

dz 

ÔF 

eF 

cF 

dx 

cy 

dz 

=  0. 


Chama-se  normal  d  curva  no  ponto  (x,  y,  z)  toda  a  recta  que  passa  por  este  ponto  e 
existe  no  plano  normal. 

IV.  Chama-se  plano  tangente  á  curva  no  ponto  11  {x,  y,  z)  todo   o  plano  que  passa  pela 


tangente  á  curva  n'este  ponto.  Entre  estes  planos  vamos  especialmente  considerar  aquelle 

Y 
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para  que  tende  o  plano  TML,  que  passa  por  esta  tangente  e  por  uma  parallela  á  tangente  á 
curva  no  ponto  M',  tirada  pelo  ponto  M,  quando  aquelle  ponto  tende  para  este. 

Tomando  para  variável  independente   uma  quantidade  t,   podemos   representar  a   curva 
proposta  pelas  equações 

que  determinam  as  cordenadas  dos  pontos  da  curva  em  funcção  de  t. 
A  equação  geral  dos  planos  que  passam  pelo  ponto  {x,  y,  z)  é 

A(X-a-)  +  B(Y-3,)  +  C(Z-2)  =  0, 

onde  A,  B  e  C  são  constantes  arbitrarias.  Vamos  determinal-as  pelas   condições   de  o  plano 
passar  pela  tangente  á  curva  no  ponto  {x,  y,  z),  cujas  equações 

X  —  X       Y  —  y        Z  —  z 


c?'(í)  <!>'(«)  rJit) 

resultam  das  fórmulas  (2),  pondo  n'ellas 

da;  =  tp'  (<)  dt,  dy  =  ^'  (t)  dt,  dz  =  -'  (t)  dt, 
e  pela  recta  representada  pelas  equações 

X-x  Y-y  Z—z 

<p'{í  +  dt)  "  ^'{t^dt)  "   rJ{t  +  d{)  ' 

a  qual  passa  pelo  ponto  {x,  y,  z)  e  é  parallela  á  tangente  á  curva  no  ponto  M',   correspon- 
dente ao  valor  t-\-ãf  da  variável  independente.  Estas  condições  são 

A?'(0  +  B<>'(í)  +  C-'(<)  =  O, 

A  ^'(t  +  ãt)  +  B  ■y{t  +  dt)  +  C  rJ(t  +  df)  =  0, 
ou  (n."  Õ5) 

A9'(0  +  Bò'(<)  +  C-'(í)  =  O, 

A9"(0  +  B4."(í)  +  C-"(<)  +  A£i  +  B£2  +  C£3  =  O, 

onde  £i,  £2  e  £3  representam  quantidades  infinitamente  pequenas  com  dt. 
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Eliminando  A,  B  e  C  entre  elias  e  a  equação   do  plano   e  fazendo  tender  dt  para  zero, 
vem  a  equação 


=  0, 


—  a 

Y-b 

Z-c 

a/ 

y' 

z' 

x" 

f 

z" 

que  representa  o  plano  procurado.  A  este  plano  dá-se  o  nome  de  plano  osculador  da  curva 
no  ponto  {x,  y,  z). 

Desenvolvendo  este  determinante,  pôde  escrever-se  a  equaç;io  do  plano  osculador  do  modo 


seguinte : 


(5) 


((í/y-yz")  {X-x)-\-[x'z"-z'x")  (Y-y) 


93.  Curvatura  e  torsão.  —  Consideremos  uma  curva  no  espaço,  representada  como  ante- 
riormente, pelas  equações: 

Se  pelo  ponto  (x,  y,  z)  fizermos  passar  uma  recta  de  direcção  determinada,  dependente 
da  posição  do  ponto,  de  modo  que,  chamando  cr_,  6  e  c  os  cosenos  dos  ângulos  formados  por 
ella  com  os  eixos  coordenados,  seja 

os  cosenos  íi!,  h' ,  c!  dos  ângulos  formados  com  os  mesmos  eixos  pela  recta  correspondente, 
que  passa  pelo  ponto  (x-fÃ,  y-\-li,  z  +  Z),  serão  dados  (n."  55)  pelas  fórmulas 

a'  =  /■,(<  +  dt)  =  /,  (<)  +  dt  [  /;  (í)  +  si], 

è'=/,(í)+rfí[/ao+s-2], 

onde  ci,s-2  e  £3  são  quantidades  infinitamente  pequenas  com  dt. 


Posto  isto,  procuremos  o  limite  para  que  tende  a  razão  do  angulo  formado  pelas  duas 
rectas  para  o  comprimento  do  arco  X  comprehendido  entre  os  pontos  (^,  y,  z)  e  [x-rh,  y-\-k, 
z  -\- 1),  quando  o  segundo  pondo  tende  para  o  primeiro. 
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Chamando  b  o  angulo  formado  pelas  duas  rectas,  temos 

i_ 

sen  e  =  [{cV  —  hc'f  +  («c'  —  c a')^  +  [hd  -  aVf]  2 . 

Substituindo   n'esta  fórmula   os  valores  de  a! ,  h'  e  c'  achados  precedentemente,  represen- 
tando   para   brevidade  /í(í),  f-2{t)   e  /a  (<)   por  /i,   /a   e  /s,    e    attendendo   ás   egualdades 

lim^ j  =  \   e  (n."  56)  lim-^  =  l,  vem 

,.      o       ,.     sen  6 
hm  -.—  =  hm  — 5 — 
A.  as 

_  [( fa  n  -fi  /ay + (/i  fi  -fi  fi)' + (fi  n  -â  f^??^ 

ds 
'dt 

I.  Supponhamos  que  as  rectas   dadas   são   as  tangentes  á  curva  nos  pontos  {x,  y,  z)  e 
{x^h,  y  +  k,  3  +  1).  Temos  (n.°  92-11) 

representando  por  s',  x',  y',  z'  as  derivadas  de  s^  x,  y,  z  relativamente  a  í,  e 
,     «"«'— s"a;'       ,      y"s'  —  s"y'  z"  s' —s"  z' 

onde 


Logo,  chamando  lu  o  angulo  formado  pelas  duas  tangentes  consideradas,  virá 

i_ 

(O  _  [(z'  y"  -  y'  z"f  +  {x!  z!'  —  z'  a/Q^  +  (y'  x"—d  f)^]  ^ 

ou 

,«.                                                   ,.      CO      (A2  +  B2  +  C2)2 
(6)  hm^  = ^,3 ^, 

pondo 

k  =  z'y"  —  y'z",  3  =  0/ 2" -2/ a'",  C  =  7j' x" —  x' y" . 
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Ao  limite,  dado  por  esta  fórmula,  para  que  tende  a  razão  do  angulo  formado  pelas  tan- 
gentes á  curva  dada  nos  pontos  (x,  y,  z)  e  {x-\-h.,  y-{-k,  z  +  Z)  para  o  comprimento  do  arco 
comprehendido  entre  estes  pontos,  quando  o  segundo  ponto  tende  para  o  primeiro,  dá-se  o 
nome  de  curvatura  da  curva  no  ponto  (x,  y,  z)]  a,  m  dá-se  o  nome  de  angulo  de  contingência ; 

e  a  lim —  dá-se  o  nome  de  raio  de  curvatura.   Esta   fórmula   contem  evidentemente  a  fór- 

(0 

mula  dada  no  n.°  90  para  determinar  a  curvatura  das  curvas  planas. 

II.   Supponhamos  agora  que  as  rectas  dadas  são  as  perpendiculares   ao  plano   osculador. 
A  equação  d'este  plano  é  (n."  92-IVj 

A  (X-a;)-f  B(Y-?/)  +  C  (Z-z)  =  0, 

e,  em  virtude  de  fórmulas  bem  conhecidas  de  Geometria  Analytica,  temos 

A 


«=/•  (O 


Estas  fórmulas  dào 


V/A--^B-^C^ 


CB'-BC' 

1/3-/3/,  =^,_g,^^,, 

BA'-AB' 

/í/l— /i/2  =  - 


A^+B^+C^ 


Logo,  chamando  -  o  angulo  formado  pelas  perpendiculares  aos  planos  osculadores  nos 
pontos  {x,  y,  z)  e  {x-yh,  y-~-li,  «  +  0)  temos  a  fórmula 

_T_  _  rÇCB'  -  BCQ^  +  (AC'  -  i2k!f  +  (BA'  -  AB')^]  ^ 
'"   >.   ~  (A2  +  B2  +  C2)s' 

Pondo  em  logar  de  A,  B,  C  e  s'  os  seus  valores  e  notando  que  é 

CB'  -  BC  =  Da-',  AC  -  CA'  =  Dy,  BA'  -  AB'  =  Ds', 
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onde 


i     x'  y'  z' 

D  =  A£c"'  +  By"  +  Cz"'  =  -!     x"      ■  y"         z" 


vem  emfim 
(7) 


D 


lim 


\       A2  +  B2  +  C-^ 


Ao  limite,  dado  pela  fórmula  precedente,  para  que  tende  a  razào  do  angulo  formado  pelos 
planos  osculadores  nos  pontos  {x,  y,  z)  e  {x-rh,  y-\-k,  z  +  /j  para  o  comprimento  do  arco 
compreliendido  entre  estes  dois  pontos,  quando  o  segundo  ponto  tende  para  o  primeiro,  dá-se 
o  nome  de  torsão  da  curva  no  ponto  (x,  y,  z) ;  ao  angulo  t  dá-se  o  nome  de  angulo  de  torsào; 

ao  lim —  dá-se  o  nome  de  raio  de  torsão;  e  ás  curvas  cuja  torsão  é  diíFerente  de  zero,  isto  é, 

ás  curvas  que  não  são  planas,    dá-se  o  nome   de  curvas   de  dupla  curvatura   ou   o  de  curvas 
enviezadas. 


III.  Tomando  s  para  variável  independente,  isto  é,  pondo  t  =  n,  pode  dar-se  á  expressão 
da  curvatura  uma  forma  muito  simples.  Substituindo,  com  efFeito,  em  (6)  A,  B  e  C  pelos 
seus  valores,  desenvolvendo  os  quadrados  e  attendendo  ás  egualdades 

x'^  +  y'^  +  z"-  =  s'^-=í,     x'  se"  -f  y'  f  +  2'  z"  =  O, 


vem,  substituindo  no  fim  do  calculo  x",  y'\  z"  por 


d^x     d-y     d-z 
1?'  1^'  rf?' 


(8) 


.  (O 

hm  -^—  = 

K 


mr^íií^ 


dsV    "^  \rfsV   -I    Vrfs-V. 


IV.  Exemplo.  Consideremos  a  hélice  traçada  sobre  o  cylindro  de  revolução,  isto  é,  a 
curva  gerada  por  um  ponto  que  se  move  sobre  a  superfície  de  um  cylindro  recto  de  base 
circular,  de  modo  que  a  sua  distancia  á  base  seja  proporcional  ao  comprimento  do  arco  da 
base  comprebendido  entre  um  ponto  fixo  e  o  pé  da  generatriz  do  cylindro  que  passa  pelo 
ponto  gerador. 

Tomando  o  centro  da  base  para  origem  das  coordenadas,  o  eixo  do  cylindro  para  eixo 
dos  z  e  chamando  o  o  raio  da  base,  as  equações  da  curva  são 


x  =  ç  cos  t,  y=^  sen  t,  z=^  at, 
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a  representando  uma  constante,  e  dâo 


x'  =  —  [j  sen  t,  x"  =  —  f  cos  t,  aí"  =  p  sen  t, 
y  =  p  cos  t,  jí"  =  —  p  sen  t,  y'"  =  —  p  cos  t, 
^  =a,  z"  =  0,  2"'=0. 


Logo  temos  as  fórmulas 


(I) 


P  i:^   ^  ^       « 


lim  ^  =  -ã-^ — i,     hm  -^  —   3    — , 

k       p^  +  a^  À       p-  -f  a'' 

que  determinam  a  curvatura  e  a  torsão  da  hélice  traçada  na  superfície  do  cylindro  conside- 
rado. 

Vê-se  por  estas  fórmulas  que  a  curvatura   e  a  torsão   da  hélice  traçada  sobre   o   cylindro 
de  base  circular  são  constantes  ('). 


III 
Siípcrficies 

94.  Plano  tangente.  Normal.  —  Sejam  F (x,  y,  z)=0  a,  equação  de  uma  superfície  dada 
e  tp  {x,  y,  z)=  a,  equação  de  outra  superfície  qualquer,  que  passe  por  um  ponto  dado  (x,  y,  z), 
situado  sobre  a  primeira.  As  duas  superfícies  cortam-se  segundo  uma  curva,  que  passa  pelo 
ponto  considerado,  e  resulta  do  que  se  disse  no  n.°  92-1  que  uma  das  equações  da  tangente 
a  esta  curva  no  ponto  {x,  y,  z)  é 

Esta  equação  pertence  a  um  plano  e  é  independente  da  equação  9  (x,  y,  s)  =  O ;  portanto 


(')  A.  applicação  do  metliodo  dififerencial  As  curvas  de  dupla  curvatura  foi  feita  pela  primeira  vez  por 
Clairault,  o  fundador  da  sua  theoria  geral,  A  qual  consagrou  em  1731  um  livro  notável,  intitulado  Traité  des 
courbes  à  douhlt  courbure,  no  qual  se  occupou  das  suas  tangentes,  da  sua  rectificação,  da  quadratura  dos  seus 
cylindros  projectantes,  ete.  Os  planos  osculadores  d'estas  curvas  foram  considerados  indirectamente  por 
João  ]?ernouIli  c  depois  de  um  modo  directo  por  Tinseau,  em  1781,  no  tom.  ix  das  Mihiioircs  des  savarits 
étrangers  da  Academia  das  Sciencias  de  Paris,  c  a  theoria  da  sua  curvatura  por  Monge,  em  1785,  no  tom.  x 
da  mesma  collecçào  de  memorias. 
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iodas  as  tangentes  ás  curvas  traçadas  numa  superficie,  que  passam  pelo  ponto  {x,  y,  z),  estão 
situadas  sobre  um  plano.  A  este  plano  dá-se  o  nome  de  plano  tangente  á  superjicie  no  ponto 

ror  ser,  representando  por  p  e  j  as  derivadas   ^^ —  e  -^, 

.  ,  SF  ,  ar       „     eF  ,  8F      - 

^  òx        cz  -^  tiy        bz  ^        ^ 

podemos  ainda  dar  á  equação  do  plano  tangente  a  fórma 

(9)  Z-0  =  p(X-a;)  +  2(Y-y). 

I.  Se  quizermos  achar  os  pontos  da  superfície  considerada  em  que  os  planos  tangentes 
são  parallelos  a  uma  recta  dada  x  =  aZj  y  ^  hz,  temos  de  procurar  os  pontos  d'esta  superfície 
que  satisfazem  á  equação  de  condição 

/AN  3F   ,  ,ÔF   ,   eF      .     ' 

a  qual  exprime  que  o  plano  tangente  é  parallelo  á  recta  dada. 

Esta  equação  e  a  da  superfície  considerada  determinam  uma  curva  A,  em  todos  os  pontos 
da  qual  o  plano  tangente  á  superfície  é  parallelo  á  recta  dada. 

Se  pelos  pontos  da  curva  A  tirarmos  parallelas  á  recta  dada,  estas  parallelas  formam  um 
cylindro.  Como  o  plano  tangente  á  superfície  "P  {x,  y,  í)=0  n'um  ponto  da  curva  A  é  deter- 
minado pela  parallela  á  recta  dada,  que  passa  pelo  ponto  considerado,  e  pela  tangente  á 
curva  A  no  mesmo  ponto,  e  como  o  plano  tangente  ao  cylindro  no  ponto  referido  é  determi- 
nado pelas  mesmas  rectas  (visto  que  ambas  são  tangentes  a  linhas  que  estão  sobre  a  super- 
fície do  cylindro),  vê-se  que  este  cylindro  é  tangente  á  superjicie  ao  longo  da  curva  A. 

Escrevendo  a  equação  (A)  debaixo  da  fórma  [para  o  que  basta  attender  ás  fórmulas  (a)]: 

ap^bq=\, 

vê-se  que  a  equação  ás  derivadas  parciaes  das  superfícies  cylindricas,    obtida  no  n."  75,    ex- 
prime que  os  planos  tangentes  a  estas  superfícies  são  todos  parallelos  a  uma  recta. 

TI.  Os  pontos  de  contacto  da  superfície  F  {x,  y,z)  =  0  com  os  planos  tangentes  que  passam 
por  um  ponto  dado  {a,  h,  c),  são  determinados  por  esta  equação  e  pela  seguinte: 

6F  6F  6F 

(B)  _(«,_a)+__(3,_i)  +  ^(,_e)  =  0. 
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Estes  pontos  formam  pois  uma  curva  A,  e  vê-se,  como  anteriormente  se  viu  no  caso  do 
cylindro,  que  o  cone  formado  pelas  rectas  que  passam  pelos  pontos  d'esta  curva  e  pelo  ponto 
dado,   ó  tangente  á  superfície  considerada  em  todos  os  pontos  de  A. 

Escrevendo  a  equação  (B)  debaixo  da  forma 

z—c=p{x  —  a)  +  q{y—h), 

vê-se  que  a  equação   ás  derivadas  parciaes  das  superfícies  cónicas   (n."  7õ)   exprime    que  os 
planos  tangentes  a  estas  superfícies  passam  todos  pelo  vértice. 

III.  As  expressões  dos  cosenos  dos  ângulos  a,  ,3,  {  que  o  piano  tangente  forma  com  os 
planos  coordenados  xy,  xz,  e  yz  sào,  era  virtude  de  fórmulas  bem  conhecidas  de  Geometria 
Analytica : 

cosa  =  K-T— ,  cosp  =  K^^,  cosy  =  1v^— > 
Cz  cy  õx 

onde 


K  = 


IV.  Chama-se  normal  á  superjicie  no  ponto  (Xj  y,  z)  a  perpendicular  n'este  ponto  ao  plano 
tangente.  As  suas  equações  são,  em  virtude  das  condições  de  perpendicularidade  de  uma 
recta  a  um  plano,  dadas  na  Geometria  Analytica, 

(10)  X-x_Y-^_  Z-z 


eF  cF  ôF 

dx  ôy  dz 


Estas  equações  podem  ainda  ser  escriptas  do. modo  seguinte: 
(Ky)  X-x  =  -j>{Z-z),     Y-y  =  -q{Z-z). 

V.  A  condição  para  que  a  normal  a  uma  superfície  corte  a  recta  representada  pelas  equa- 
ções 

X  =  aZ  +  k,     Y  =  pZ-fZ, 
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obtem-se  eliminando  X,  Y  e  Z  entre  estas  equações  e  as  da  normal,  o  que  dá 

(a  +p)  (y-l+qz)  =  (^+q)(x-k  +pz). 

Vê-se  pois  que  a  equação  ás  derivadas  parciaes  das  superfícies  de  revolução,  obtida  no 
n."  75,  exprime  que  as  normaes  a  esta  superfície  cortam  o  seu  eixo.  Acrescentaremos  ainda 
que  é  geometricamente  evidente  que  todas  as  normaes  a  estas  superfícies  nos  pontos  do  mesmo 
parallelo  encontram  o  seu  eixo  no  mesmo  ponto. 

05.  Curvatura  das  secções  planas  das  superficies.  —  I.  A  curvatura  da  secção  feita 
n'uma  superfície  por  um  plano  qualquer  obtemse  pela  fórmula  geral  dada  no  n.°  93-1.  Aqui 
vamos  procurar  as  relações  que  existem  entre  as  curv^aturas  das  secções  feitas  pelos  planos 
que  passam  por  um  ponto  dado  da  superfície,  considerando  primeiro  as  secções  feitas  pelos 
planos  que  passam  pela  normal  á  superfície  no  ponto  dado,  e  em  seguida  as  secções  obli- 
quas. 

Seja  z=f{x,  y)  a  equação  da  superfície.  Ponhamos  para  brevidade 

9z  8z  d'z  8^z  c^z 

^^'d^'  ^^  V  ""^W-'  ^^~d^dj'  '^Ip"' 

e  representemos  por  p^,,  ^ni  '"oi  *o  ®  'o  °^  valores  que  tomam  j^f  i,  r,  s  e  t  no  ponto  dado. 

Para  comparar  a  curvatura  das  secções  feitas  n'esta  superfície  pelos  planos  normaes  que 
passam  por  um  ponto  dado,  tomemos  para  eixo  dos  z  a  normal  á  superfície  no  ponto  dado 
e  para  plano  xy  o  plano  tangente  no  mesmo  ponto.  N'este  caso  a  equação  do  plano  tangente 
é  Z  =  O,  e  portanto,  pondo  na  equação  (9) 

x  =  0,  y  =  0,  z  =  0,  Z  =  0, 

vê-se  que  temos  Pq  =  0  e  g'o  =  0. 

Um  plano  qualquer  que  passe  pela  normal,  tem  para  equação  y  =  Kx,  onde  A  representa 
a  tangente  trigonométrica  do  angulo  6  formado  por  elle  com  o  plano  xz;  e  esta  equação  e  a 
da  superfície  dão,  representando  por  y',  z',  y",  z"  as  derivadas   de  y  e  z  relativamente   a  x, 

y  =  A,  /  =  0,   z'=p  +  kq, 
2"  =  r-l-2As  +  A% 

e  portanto,  quando  £c  =  0,  y  =  0,  z==0, 

y'  =  A,  y"  =  O,  z'  =  O,  z"  =  t,  +  2  As,  +  A%. 
Substituindo  estes  valores  na  fórmula  (6)  do  n."  93   e  pondo,   a  fím  de  tomar   x   para 
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variável  independente,  x'  =  l  e  x"  =  0,  vem  a  expressão  seguinte  da  curvatura  c„  da  secção 
normal  considerada: 

(11)  c  ^  V±2AvfA% 

convencionando  considerar  esta  quantidade  como  positiva  quando  A  satisfaz  á  condição 
»•(,  +  2  As -f  A% > O,  cuja  signiticaç<ão  geométrica  veremos  adiante,  e  como  negativa  no  caso 
contrario. 

Derivando  c„  i-elati vãmente  a  A,  vem 

(l+A^Y- 
ou 

,  _      2*0  (A  — mj)  (A  — mi) 

*""  =  (TTav         ' 

onde  nu  e  m^  representam  as  raizes  da  equação 

*o^^-(<o-'"o)A-«o  =  0- 

Vê-se  pois  que,  quando  A  passa  pelos  valores  nu  e  í)í-2,  c'„  muda  do  signa!,  e  portanto 
a  curvatura  c„  passa  (n.°  63)  de  crescente  a  decrescente  ou  de  decrescente  a  crescente,  isto 
é,  passa  por  um  valor  máximo  ou  por  um  valor  minimo. 

De  ser  mi.wj2= — 1  conclue-se  que  as  duas  secções  de  curvatura  máxima  e  mínima  são 
jjerpendicidare.s  uma  á  outra. 

Tomando  os  planos  d'estas  duas  secções  para  plano  zx  e  zy,  teremos  de  fazer  na  fór- 
mula (11)  6  =  0  e  6  =  90",  e  portanto  A  =  0  e  A=oo,  para  obter  as  suas  curvaturas,  que 
designaremos  por  ci  e  c-2 ;  o  que  dá  ci^r^  e  c~2  =  tQ.  Vem  pois 


1  .       2A  ,       A 


2 


"'""■1+12"''+  J  +AÍ  '«+  1  +  A»  ''• 

Por  outra  parte,  devendo  ser  uma  das  quantidades  mi  e  m^  egual  a  zero,  a  equação  que 
determina  os  valores  d'estas  quantidades  mostra  que  deve  ser  s^  =  0.  Logo 

1  _^     A-2 

ou 

(12)  c„  =  Cl  cos' 6  + Cl  sen*  6. 
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Temos  pois  o  seguinte  theoreraa  importante,  publicado  por  Euler  em  1760  nas  Memorias 
da  Academia  das  Sciencias  de  Berlin,  cora  o  qual  este  grande  geometra  deu  principio  á  Geo- 
metria infinitesimal  das  superticies  curvas  : 

Entre  as  secções  feitas  numa  superfície  por  pãanos  que  passam  por  uma  mesma  normal,  ha 
duas  de  curvaturas  máxima  ou  mínima,  perpendiculares  entre  si;  e  a  curvatura  de  qualquer 
d'ellas  está  ligada  com  a  curvatura  d'estas  duas  por  meio  da  relação  (12). 

As  secções  de  curvatura  máxima  e  minima  dá-se  o  nome  de  secções  principaes. 

D'este  theorema  deduzem-se  os  corollarios  seguintes : 

1."  Se  uma  secção  cuja  curvatura  é  c'^\  for  perpendicular  á  secção  cuja  curvatura  é  c„,  temos 

Cn  +  CÍ"  =  Cl  +  C-2. 

Deduz-se  este  resultado  sommando  com  a  egualdade  (12)  a  egualdade 

c,V'=  C{  sen^  6  +  C2  cos"^  d. 

2."  Se  for  C)  =c-2,  será  a  curvatura  c„  constante,  qualquer  que  seja  o  plano  secante.  Aos 
pontos  da  superficie  onde  isto  tem  logar,  dá-se  o  nome  de  pontos  umbilicaes. 

II.  Para  conhecer  o  sentido  em  que  as  secções  planas  que  vimos  de  considerar,  voltam 
a  sua  concavidade,  na  visinhança  do  ponto  da  superficie  considerado,  basta  notar  que,  por  ser 

zo  =  r,  +  2ÁS,  +  A^o  =  'o  +  ^%, 

a  concavidade  da  secção  normal  que  faz  com  o  plano  zx  ura  angulo  6,  está  voltada  (n."  8S) 
no  sentido  dos  z  positivos,  quando  éro+A-ÍQ>0,  e  no  sentido  dos  z  negativos,  quando 
éro  +  A%<0. 

Logo,  S6  Tq  e  tg  têem  o  mesmo  signal,  todas  estas  secções  têem  a  sua  concavidade  voltada 
no  mesmo  sentido.  Se  r^^  e  í^,  têem  signaes  contrários,  os  dois  valores  de  A  dados  pela  egual- 
dade rg-J-A%  =  0,  determinam  dois  planos,  que  separam  as  secções  cuja  concavidade  está 
voltada  no  sentido  em  que  z  é  positivo  d'aquellas  cuja  concavidade  está  voltada  no  sentido 
em  que  z  é  negativo.  No  primeiro  caso  a  superficie  está  toda  do  mesmo  lado  do  plano  tan- 
gente, na  visinhança  do  ponto  de  contacto ;  no  segundo  caso  a  superficie  corta  o  plano  tan- 
gente na  visinhança  d'este  ponto. 

III.  Continuemos  a  suppôr  a  superficie  proposta  referida  ao  plano  tangente  e  aos  planos 
das  secções  principaes,  como  planos  coordenados,  e  comparemol-a  com  a  superficie  de  segunda 
ordem  cuja  equayào,  referida  aos  mesmos  planos  coordenados,  é 

2  2 

a  qual  passa  pela  origem  das  coordenadas,  onde  é  tangente  á  superfície  dada. 
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Por  ser  .^^^-^^  =  0,  os  planos  das  secções  principaes  d'e3ta  ultima  superfície,  relativos  ao 

ponto  (O,  O,  0),  coincidem  com  os  planos  zx  e  zy,  isto  é,  com  os  planos  das  secções  principaes 

da  superfície  dada;   e  por  ser       ^^  —  r^  e    .„.,  =  ^q,  as  secções   feitas   nas  duas  superfícies 

por  um  mesmo  plano  normal   no  ponto  cosiderado  têem   a  mesma  curvatura   n'este  ponto  e, 
na  sua  visinhança,  a  concavidade  voltada  no  mesmo  sentido. 

Se  cortarmos  esta  superfície  por  planos  perpendiculares  á  normal  considerada,  obtèem-se 
curvas  de  segunda  ordem,  cujas  equações  são 

■roX2  +  <oY2  =  2a,     Z  =  a, 
semelhantes  á  curva  representada  pelas  equações 

A  esta  ultima  curva  chama-se  a  indicatriz  da  superfície  z  =  f{x,  y)  no  ponto  (O,  O,  0). 

Se  Vq  e  t^  têem  o  mesmo  signal,  a  superfície  de  segunda  ordem  considerada  é  \xxa  para- 
boloide  elliptico  e  a  indicatriz  é  uma  ellipse.  Se  Tq  e  Íq  têem  signaes  contrários,  a  superfície 
de  segunda  ordem  considerada  é  um  paraboloide  hyperbolico  e  a  indicatriz  é  uma  liyperbole. 
No  primeiro  caso,  os  planos  perpendiculares  á  normal  á  superfície  z^f(x,  y)  cortam  a  super- 
fície de  segunda  ordem  segundo  ellipses  reaes  ou  imaginarias.  No  segundo  caso,  estes  planos 
cortam  a  superfície  de  segunda  ordem  segundo  hyperboles,  e  as  liyperboles  correspondentes 
a  dois  planos  equidistantes  do  ponto  (O,  O,  0)  considerado  são  conjugadas.  Todas  esta  hyper- 
boles têem  as  mesmas  asymptotas,  cujas  equações  são 

roXí  +  /oY-  =  0,     Z  =  0. 

O  plano  tangente  á  superfície  no  ponto  (O,  O,  0)  corta  o  paraboloide  hyperbolico  segundo 
estas  rectas. 

No  caso  de  ser  7'o  =  0  ou  t(^^=Q^  a  indicatriz  reduz-se  a  duas  rectas  parallelas  e  a  super- 
fície a  um  cylindro. 

A  indicatriz  dá  uma  representação  geométrica  notável  dos  raios  de  curvatura  das  secções 
normaes  que  passam  por  um  mesmo  ponto  da  superfície  dada. 

Referiudo-a,  com  eíFeito,  a  coordenadas  polares,  pondo  X  =  pcosô,  Y  =  psen6,  vem 

-^  =  Tq  cos-  6  +  íy  sen-  Q  =  c\  cos-  6  -f  c^  sen-  ô, 

e  portanto  c„  =  p~*.  Logo  o  raio  de  curvatura  de  cada  secção  normal  pôde  ser  representado 
geometricamente  pelo  quadrado  do  raio  da  indicatriz  pelo  qual  passa  a  secção  considerada. 
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A  consideração  da  indioatriz,  que  tanta  luz  dá  á  theoria  da  curvatura  das  Secções  nor- 
maes  das  superficies,  é  devida  a  Dupin,  que  lhe  consagrou  algumas  paginas  dos  seus  notáveis 
Développements  de  Géométrie,  publicados  em  1813. 

IV.  Consideremos  agora  uma  seccSo  feita  na  superfície  considerada  por  um  plano  que 
passe  pelo  ponto  [x,  y,  z),  mas  não  contenha  a  normal  á  superfície  n'este  ponto. 

Tomando  para  plano  xy  o  plano  tangente  á  superfície  no  ponto  dado,  para  eixo  dos  x  a 
intersecção  do  plano  considerado  com  o  plano  tangente  e  para  eixo  dos  z  a  normal,  a  equação 
do  plano  dado  é 

?/  =  z  tangi  =  B3^ 

chamando  i  o  angulo  formado  por  este  plano  com  o  plano  normal  zx.  Teremos  pois,  em  vir- 
tude d'esta  equação  e  da  equação  da  superfície,  que  suppomos  referida  aos  mesmos  eixos, 
tomando  x  para  variável  independente, 

y  =  Bz',  y'  =  Bz",  .'=p+jy, 
z"  =  7-+2sy  +  <y2  +  íy', 

ou,  pondo  «  =  0,  2/  =  O,  z  =  0  e  notando  que  p^  e  y^  são  nuUos, 

a,'  =  1 ,  x"  =  O,  y'  =  O,  y  =  Brf„  z'  =  O,  z"  =  r^ . 
Logo  a  curvatura  c„  da  secção  obliqua  será  (n."  93-1)  dada  pela  fórmula 

1 


c,  =  ro(l  +  B^rJ-^ 


COSI 


Por  outra  parte  a  fórmula  (11),  pondo  6  =  O  ou  A  =  O,  dá  o  valor  r^  para  a  curvatura  c„  da 
secção  feita  na  superfície  pelo  plano  zx;  logo  temos 


cosi 


Esta  relação  tão  simples  entre  a  curvatura  de  qualquer  secção  obliqua  e  a  da  secção  nor- 
mal que  passa  pela  mesma  tangente  foi  descoberta  por  Meusnier,  que  a  publicou  em  1785 
nas  Mémoires  presentes  par  dívers  savants  étrangers  à  V Âcadémie  des  sciences  de  Paris. 
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IV 
CiuTas  e  supei-fifies  envolventes 

96.     Curvas  envolventes.  —  Consideremos  a  familia  de  curvas  cuja  equação  é 
(1)  /(«^,3/.  «)  =  0, 

onde  a  representa  um  parâmetro  arbitrário. 

Cbama-se  envolvente  das  curvas  representadas  por  esta  equação  o  logar  geométrico  dos 
pontos  para  que  tendem  as  intersecções  de  cada  uma  delias  com  uma  outra,  quando  o  valor 
do  parâmetro  correspondente  a  esta  tende  para  o  que  corresponde  áquella.  As  curvas  repre- 
sentadas pela  equação  (1)  chamam-se  envolvidas. 

Para  achar  a  equação  da  envolvente,  consideremos  as  duas  curvas 

f{x,  y,  a)  =  O,     f{x,  y,  a~h)  =  0, 

correspondentes  a  dois  valores  do  parâmetro. 
Por  ser  (n.°  55) 


f{x,  y,a  +  h)  =f{x,  y,  a)  -f  A  ^-^  +  £J , 


£  representando  uma  quantidade  que  tende  para  zero,   quando  h  tende  para   zero,  as    duas 
equações  anteriores  podem  ser  substituídas  pelas  equações 


[X,  y,  a)  =  O,       -'^^'—l  +  £  =  O, 
ca 


/( 


quando  se  procuram  os  pontos  em  que  as  curvas  correspondentes  ás  primeiras  se  cortam. 
Quando  h  tende  para  zero,  estes  pontos  tendem  pois,  em  geral,  para  os  pontos  em  que  se 
cortam  as  curvas  representadas  pelas  equações 


(2)  /(-.y,a)  =  0,     'J^KlA^O, 

as  quaes  determinam  por  isso  pontos  da  envolvente. 
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Eliminando  a  entre  estas  equações,  obtem-se  o  logar  geométrico  d'estes  pontos,  isto  é,  a 
equação  da  envolvente  das  curvas  dadas. 

A  tlieoria  geral  das  curvas  envolventes  foi  considerada  pela  primeira  vez  por  Leibnitz 
em  um  trabalho  publicado  no  volume  correspondente  a  1694  das  Acta  erudttorum  de  Leipzig. 
Anteriormente  tinham  porém  já  sido  consideradas  por  Huygens  as  envolventes  das  normaes 
ás  curvas,  as  quaes,  como  vamos  ver  em  seguida,  coincidem  com  as  suas  evolutas. 

I.  Theorema.  a  tangente  á  envolvente  em  tim  ponto  qualquer  é  famhem  tangente  n'esfe ponto 
á  envolvida  correspondente. 

Com  efFeito,  derivando  a  primeira  das  equações  (2),  considerando  a  como  funcção  de  x  e 
y  dada  pela  segunda,  vem  a  equação 

que  determina  o  coefficiente  angular  3/'  da  tangente  á  envolvente    no  ponto    [x,  y).    Mas,  por 
ser  -~  —  O,  esta  equação  reduz-se  á  seguinte : 

õx^  ôy^       ' 

que  coincide  com  a  que  determina  o  coefficiente  angular  da  tangente  á  envolvida  que  passa 
pelo  ponto  considerado.  Logo  as  duas  tangentes  coincidem. 

Conveni  observar  que,  para  se  poder  tirar  esta  conclusão,  é  necessário  excluir  os  pontos 

cuias   coordenadas   annulam  simultaneamente  ~-  e  -—• 

cx        oy 

97.  Applicações.  —  I.  Para  fazer  a  primeira  applicação  da  doutrina  precedente,  pro- 
curemos a  envolvente  das  normaes  á  curva  cujas  coordenadas  são  dadas  pelas  equações 
a;  =  cp(<)  e  y  =  <\f{t),  em  funcção  da  variável  independente  t. 

A  equação  da  normal  é 

(X~x)x  +  {Y-y)y=0, 

x'  e  y'  representando  as  derivadas  de   a;  e  ?/  relativamente  a  t. 

Temos  pois  de  procurar  a  envolvente  das  rectas  representadas  por  esta  equação,  consi- 
derando í  como  parâmetro  arbitrário. 

Derivando  para  isso  a  equação  precedente  relativamente  a  t,  vem 

(X  -  x)  íc"  H-  (Y  -  2/)  y"  =  a;'2  +  y'^. 
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Temos  pois 

Estas  equações  determinam  as  coordenadas  X  e  Y  dos  pontos  da  envolvente  pedida  em 
funcção  de  variável  independente  t,  e  mostram  que  esta  envolvente  coincide  (n."  90-11)  com 
a  evoliita  da  curva  dada;  o  que  concorda  com  o  que  se  disse  no  fim  do  u."  90-1. 

II.  Como  segunda  applicação,  procuremos  a  envolvente  das  ellipses  representadas  pelas 
equações 

«2  ^^  p2  -  ''      a^  h         ' 

onde  a  e  &  representam  constantes  dadas. 

Temos  de  derivar  estas  equações  relativamente  a  cí,  considerando  |j  como  fiincçiío  de  a, 
determinada  pela  segunda,  o  que  dá 

«3         p3     da~    '       a^  b     da         ' 

e  de  eliminar  a,  ,8  e  -j-~  entre  estas  equações  e  as  equaçi^es  dadas. 
Para  fazer  esta  eliminaçiio,  basta  notar  que  as  ultimas  equações  d<ão 

hy^       ax- 

e  portanto,  pondo  ax-  =  Xa', 

,       ^k         ,       a^\ 
•^  6    '  a 

Substituindo  estes  valores  de  x-  e  y-  na  equação  da  ellipse  e  attendendo  á  segunda  equação 
dada,  vê-se  que  temos  /'.=  !,  e  portanto 

Basta  apenas  substituir  estes  valores  na  equação  que  liga  a  com  p,  para  obter  a  equação 

que  representa  a  evoluta  de  uma  ellipse  (n."  91-11). 

AA 
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III.  Prúeuremos  finalmente  a  envolvente  Ci  das  polares  dos  pontos  de  uma  curva  dada  C, 
cujas  equações  Scío  xi  =  o  (<)  e  j/i  =  ò  (í),  relativamente  a  uma  cónica  também  dada,  cuja  equa- 
ção podemos  suppôr  reduzida  á  forma 

Por  ser  (n."  86-VI) 

a  equação  da  polar  do  ponto  (a-|,  yC),  obtemse  a  equação  da  curva  pedida  eliminando  o 
parâmetro  t  entre  esta  equaçào  e  a  sua  derivada  relativamente  a  t 

2kxx\  +  {2ly-\)y\=0. 

Eliminando  2hj — 1  entre  estas  duas  equaçijes,  obtem-se  a  seguinte: 

2k{xi  y\~yi  x\)x  —  y\y  =  0, 

que,  conjunctamente  com  a  anterior,  determinam  as  coordenadas  {x,  y)  da  curva  procurada 
Cl  em  funcçào  da  variável  independente  t.  A  esta  curva  Ci  chamase  polar  de  C  relativa- 
mente á  cónica  dada. 

Vamos  agora  mostrar  que,  reciprocamente,  a  curva  C  é  a  polar  de  Ci  relativamente 
á  mesma  cónica. 

Para  isso  notemos  que  é  condição  necessária  e  sufficiente  para  que  a  tangente  á  curva  C, 
isto  é,  a  recta  representada  pela  equação 

(Y  —  yi)  a»!  =  (X  —  oji)  y\ , 

seja  a  polar  de  um  ponte  (xi,  y-2)  relativamente  ú  cónica,  que  esta  equaçào  coincida  com  a 
<l'esta  polar,  isto  é,  com  a  equação 

{2lyi  —  1)  Y  +  2kx.2  X  -2/2  =0. 

Escrevendo  a  primeira  equação  do  modo  seguinte: 

x\Y  —  y\X  +  Xiy'i—yix\  =  0, 

vê -se  que  as  condições  para  esta  coincidência  sào 

2k(x^y\  —  y^x\)x2  —  ^/\y.2=--0,     2kxix'i  +  (2lyi  —  l)  y\  =  0. 
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Comparando  estas  equações  com  as  que  determinam  a  envolvente  Ci,  precedentemente 
achadas,  vê-se  que  coincidem  quando  x  =  x-i  e  y  =  yi.  Logo  a  curva  formada  pelos  pontos 
cujas  polares,  relativas  á  cónica,  coincidem  com  as  tangentes  a  C,  é  C| ;  e  portanto  C  é  a 
envolvente  das  polares  dos  pontos  de  C|.  Por  este  motivo  as  curvas  C  e  Ci  dizem  se  jyoZares 
reciprocas  uma  da  outra  relativamente  á  cónica. 

98.     Consideremos  a  recta  representada  pela  equayào 

vx  ■\-vy-\-io  =  0, 

onde  u,  v  e  to  representam  parâmetros,  um  dos  quaes  pode  ser  considerado  como  egual  á 
unidade,  e  supponhamos  que  entre  estes  parâmetros  existe  a  relação  homogénea 

F(»,  Vj  w)=0. 

A  envolvente  das  posições  que  tuma  esta  recta,  quando  o  parâmetro  independente  varia, 
é  uma  curva  tangente  á  recta  em  todas  as  suas  posições  e  da  qual,  porisso,  esta  ultima  egual- 
dade  se  diz  a  equação  tain/encial.  Como  toda  a  curva  é  a  envolvente  das  suas  tangentes, 
toda  a  curva  tem  uma  equação  tangencial. 

Se]a,f(Xfi/,  z)  =  0  a  equação  homogénea  de  umn  curva  dada,  referida  a  coordenadas 
cartesianas.  Para  obter  a  sua  equação  tangencial,  basta  exprimir  as  condições  para  que  a 
recta  precedentemente  considerada  coincida  com  a  tangente  a  esta  curva,  o  que  dá  (n."  86-VI) 

f'x  («,  I/^  z):u=  f',j  (x,  7j,  z):v=  f,  {x,  y,  z)  :  w, 

e  elerainar  x  e  y  entre  estas  equações. 

A  equação  tangencial  de  uma  curva  é  algébrica,  quando  a  equação  cartesiana  o  é,  e  leci- 
procamente.  N'e9te  caso,  o  grau  da  equação  tangencial  é  egual  ao  numero  de  tangentes  á 
curva  que  se  podem  tirar  por  um  j)onto  qualquer  do  seu  plano,  não  situado  sobre  ella. 

Para  o  ver,  basta  notar  que,  sendo  (xi,  yC)  as  coordenadas  d'este  ponto,  a  condição  para 
que  a  recta  representada  pela  equação 

iix  --\-vy-\-ic  ^=0 
passe  por  elle,  é 

uxi  -\-  vyi  + !»  =  O ; 

que  os  systemas  de  valores  de  u  e  v  que  satisfazem  a  esta  ultima  equação  e  á  equação  tan- 
gencial da  curva  dada  determinam  as  tangentes  consideradas ;  e  que  o  numero  d'estes  sys- 
temas é  egual  ao  grau  d'esta  equação. 
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Foi  Pliirkpi'  quem  primeiro  mostrou  a  conveuieneia  de  considerar  simultaneamente,  no 
estudo  das  curvas  algébricas,  as  equações  cartesianas  e  tangenciaes,  como  se  pôde  ver  nas 
suas  importantes  obras:  St/ffem  der  analythchen  (?eo?neíríe,  publicada  em  1835,  e  Theorie  der 
idgehraichen  curven^  publicada  em  1839. 

09.  Se  uma  curva  for  dada  pelas  equações  x  =  cp  (t)  e  j/  ==  'Jj  (í),  para  obter  a  sua  equação 
tangencial,  basta  exprimir  as  condições  para  que  as  rectas 

uX+vY  +  w  =  0,     [Y  —  y)x'  =  (X  —  x)y' 
coincidam;  o  que  dá 


(A) 

V              u 

xy  —yx'  ^ 
w 

e  eliminar  t  entre  estas  eqii 

Mções. 

I.   A  equação  da  polar  reciproca  da  curva  considerada  relativamente  ao  circulo  imaginário 

«!  +  yi  +  /^-  =  0 

obtem-se  eliminando  i  entre  a  equaç.ão  da  polar  do  ponto  (a;,  y)  relativamente  a  este  circulo, 

xx\  +  yyi  +  A:'-  =  O, 
e  a  sua  derivada  relativamente  a  f, 

xi  x'  -{  IH  y'  =  0. 
Estas  equações  podem  ser  substituídas  pelas  seguintes: 


x'  y'        xy'  —  yx' 


yi  xi  Ic^ 

que  coincidem  cora  as  equações  (A),  quando  se  põe 

xi        u        y\         V 

ti  Xt 

Logo  u  equação  que  resulta  de  mudar  na  equação  langenciul  da  curva  dada  —  em  -j^  e 
. —  em-j-^  coincide  com  a  equação  cartesiana  da  polar  d'csta  curva  relativamente  ao  circulo  consi- 
derado. 
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100.  ISo  caso  de  st-r  dada  uma  fariiilia  de  curvas  não  existentes  no  mesmo  plano 

(l'j  f{x,  y,  z,  a)  =  O,     F  (x,  y,  z,  a)  =  O, 

a  analogia  com  o  que  se  disse  no  n."  96  leva  a  chamar-se  envolvente  d'estas  curvas  a  curva 
cujas  equações  se  obtêem  eliminando  a  entre  as  seguintes : 

(2')  fix,  y,  z,  a)  =  0,     F  {x,  y,  z,  a)=0,  |^  =  0,   ^  =0, 

se  só  três  d'estas  equações  forem  distinctas. 

Theokk.ma.  a  tangente  á  tnvolvente  n' um  ponto  é  também  tangente  n'este  ponto  á  envolvida 
corref-pondente. 

Com  eflfeito,  derivando  relativamente  a  a?  as  duas  primeiras  equações  (2'),  considerando  a 
como  funcçào  de  x,  y  e  z  dada  pela  terceira,  vêem  as  equações 

dx        Cy    dx        cz     </x    '    Ca  \  dx       By    dx    '    cz    dx  /         ' 

cF    ,    cF    dy    ,    cF    dz       cF  /  da    ,    ca    dy    ,    ca    dz\  _ 
cx    '    dy    dx    '    cz    dx       ca  \dx    '    cy    da;    '    cz     dxj         ' 

que  determinam  os  coefficientes  -~  e  -7—  que  entram  nas  equações  da  tangente  á  envolvente 

^  f  cF 

(n.°  'J2)  no  ponto  {x,  y).  Mas  por  ser  ^J~  =  0  e  - — =0,   estas  equações  reduzem-se   ás  se- 
guintes : 

dx        dy    dx        dz    dx         ' 

eF       cF    áy       eF    dz 

dx    '   dy    dx        cz    dx         ' 

que  sào  as  que  determinam  os  coefficientes  das  equações  da  tangente  á  envolvida  que  passa 

pelo  ponto  considerado.  Logo  as  duas  tangentes  coincidem.  .        . 

Esta  conclusão  não  tem  loear  -quando  são  simultaneamente  nullas  as  derivadas  ^^ — ,  — — 

°      ^  ox     dV 

df  ,    .     ,      8F    aF       dF  ^ 

e  -^  ou  as  derivadas  -..— ,  — —  e.   r — 
dz  dx     dy        dz 

101.  Superfícies  envolventes.  —  Chama-se  superfície  envolvente  das  superfícies  represen- 
tadas pela  equação 

(1)  f{x,y,z,ay=0 
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o  logar  geométrico  das  linhas  para  que  tendem  as  intersecções  de  cada  uma  das  superfícies 
representadas  por  esta  equação  com  uma  outra,  quando  o  valor  do  parâmetro  correspondente 
a  esta  tende  para  o  que  corresponde  áquella.  As  supertícies  representadas  pela  equação  (1) 
chamam-se  envolvidas  e  as  linhas  para  que  tendem  as  intersecç(5es  das  envolvidas  chnmam-se 
características. 

Vê-se  como  no  n."  Íi6  que  as  equações 

f{x,  y,  z,  a)  =  0,    f{x,  y,  z,  a-f  A)=-0, 

que  determinam  a  intersecção  de  duas  superfícies  da  família  considerada,  podem  ser  substi- 
tuídas pelas  seguintes 

s  representando  uma  quantidade  infinitamente  pequena  com  h.  Fazendo  tender  /;  para  zero, 
temos  as  equações 

(2)  fi^^y^,,a)  =  0,-'í^^^^  =  0, 

que  determinam  a  linha  para  que  tende  esta  intersecção,  quando  h  tende  para  zero,  e  que 
porisso  representam  uma  característica  da  superfície.  Eliminando  a  entre  estas  equações,  vem 
a  equação  da  envolvente  considerada. 

A  theoria  das  superfícies  envolventes  foi  dada  por  ilonge  na  sua  obra  admirável :  Apjjli- 
cation  de  VAnalyse  à  la  Géométrie,  onde  fez  t;imbem  d'ella  bellas  e  importantes  applicações. 

I.  Theorema.    o  plano  tangente  á  superjicie  envolvente   num  ponto  qualquer  é  também 
tangente  neste  ponto  á  superjicie  envolvida  correí^pondente. 

Com  efifeito,  derivando  relativamente  a  x  e  y  a.  primeira  das  equações  (2),  considerando  a 

C'Z  cz 

como  funcção  de  x  e  y,  dada  pela  segunda,  e  representando  por  ji  ^  q  «is  derivadas  — —  e  — — , 
temos  as  equações 


dx  ^  cz    ^^  ca    \òx^  dz     '  '        ' 


dy        Cz  Ca    \  cy        cz       / 

que  determinam  os  coefficientes  p  e  q  da.  equação  (n."  94)  do  plano  tangente  á  envolvente  que 

tf 
passa  pelo  ponto  (x,  y).  Mas,  por  ser  ^^  =  0,  estas  equações  reduzem-se  ás  seguintes: 

4/+4^.^=o,  1^+4^.^=0, 
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que  sào  as  que  determinam  os  coefficientes  da  equação  do  plano  tangente  á  superfície  envol- 
vi ^       3  J?  ÇíX 

vida  que  [>assa  pelo  ponto  considerado,  quando   as  derivadas  -^,  -^  e  -^   não   são   simul- 
taneamente nullas  n'este  ponto.  Logo  os  dois  planos  tangentes  coincidem. 

II.   Como  as  equações  das  características  são 

estas  linhas  admittem   uma   envolvente   (n."    100),  cujas   equações   se   obtêem    eliminando   a 
entre  as  seguintes: 

,o^  ^/         '^      A        5f  (jg,  y,  z,  a)      ^       d-f(x,  y,  z,  a) 

A  esta  envolvente  dá-se  o  nome  de  arcf^ta  de  reversão  da  superfície. 

Do  theorema  demonstrado  no  n."  100  conelue-se  que  a  fanr/ente  á  aresta  de  reversão 
num  ponto  qualquer  ê  tamheni  tangente  neste  ponlo  á  característica  correspondente. 

102.  A2)plicações. — I.  Consideremos,  como  primeira  applicaçrio,  as  superfícies  de  revo- 
lução, as  quaes  podem  ser  definidas  como  envolventes  de  uma  esphera  cujo  centro  se  move 
sobre  uma  recta  dada  e  cujo  raio  varia  de  grandeza  segundo  uma  lei  dada.  As  caracteristicas 
são  n'este  caso  os  parallelos  da  superfície. 

Sejam 

X  =  az  -\-  k,     i/  =  ^z-\-l 

as  equações  da  recta  dada  e  {a,  h,  c)   as  coordenadas   do  centro   da  esphera.    Estas  coorde- 
nadas devem  satisfazer  ás  equações 

a  =  ac  +  Aj     b—-^c-{-l, 

6  portanto  á  equação  da  esphera  pôde  dar-se  a  forma 

(x  -  ac  -  Ã-)2  +  (2^  —  pc  -  Zj2 -f  (2  _  c)2  =  R2. 

Supponhamos  agora  que  f  =  !f(R)  é  a  equação  que  traduz  a  lei  segundo  a  qual  o  raio  da 
esphera  varia,  quando  o  seu  centro  se  desloca.  Para  achar  a  envolvente  pedida,  temos  de 
derivar  a  equação  d'esta  superfície  relativamente  a  R,  o  que  dá 

[(a;  —  ac-]c)!x  +  {y-  ,Sc  —  l)^-\-z-c\  cp'  (R)  =  —  R, 
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ou 

(«A- +  P?/ +  2)  ?' (R)  =  [(occ  +  A:)  a  +  (pc  +  ^)  p  +  c]  tp' (R)  -  R. 

Eliminando  R  entre  esta  equação  e  a  da  espliôra,  que  se  pôde  escrever  do  modo  seguinte: 
{x  -  kf  +  (7j-  If  +  22  _  2c  (ar  +  py  +  z)  +  c^  («2  _l  ^32  _l_  ij  .^  2c  {ka  +  ?p)  =  Vi\ 
obtém  se  uma  equação  da  forma 

aa;  +  Pí/  +  z  =  <!>  [(x  -  k^^  +  {y-  If  +  z^]. 

Logo  toda  a  superfície  de  revolução  deve  satisfazer  a  uma  equação  d'esta  forma. 

A  equação  difFerencial  correspondente  á  que  precede  foi  dada  no  n."  75-2.°,  e  no  n."  94-V 
foi  dada  a  sua  interpretação  geométrica. 

No  caso  de  o  eixo  de  revolução  coincidir  com  o  eixo  dos  z,  temos  a  =  0,  p  =  O,  />■  =  O, 
Z  =  O,  e  portanto  a  equação  das  .superfícies  de  revolução  toma  a  forma 

Z=.^(a.2+_y2). 

A  consideração  de  famílias  de  superfícies,  caructerisadas  pelo  seu  modo  de  geração, 
pelas  suas  equaçijes  finitas  e  pelas  suas  equações  ás  derivadas  parciaes,  é  devida  a  Monge. 
Encontrase  na  obra  precedentemente  mencionada,  onde  são  estudadas  muitas  famílias  imjior- 
tantes,  entre  as  quaes  estão  compreliendidas  as  de  revolução,  as  cylindricas,  as  cónicas,  etc. 

II.  Chamam-se  siqjerjicies  idantficaveis  as  superfícies  envolventes  dos  planos  dados  por 
uma  equação  em  que  figura  uni  só  parâmetro  arbitrário.  As  características  são  n'este  caso 
linhas  rectas. 

Seja 

(1)  Ax  +  B^  +  Cz  +  D^O 

a  equação  do  plano  gerador,  onde  A,  B,  C,  D  representam  funcções  de  um  parâmetro  a. 
Para  achar  a  equação  da  superficie  planificavel  geiada  por  este  plano,  é  necessário  eliminar 
a  entre  esta  equação  e  a  sua  derivada  relativamente  a  a: 

(2)  ^a:  +  ~    +^z  +  Í5-  =  o 

:  da       '    da  da  da         ' 

1)  As  superfícies  planificáveis  satisfazem  a  uma  equação  ás  derivadas  parciaes,  que  vamos 
achar. 
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Seja  C  differente  de  zero.  Derivando  a  primeira  das  equações  precedentes  relativamente 
a  X  e  y  e  attendendo  á  segunda,  temos  as  equações 

A  +  Cp  =  0,     B  +  C2  =  0, 

que,  pela  eliminaçrio  de  a,  dao  uma  equação  da  fói-ma 

9  =  '-?Íp)- 

Derivando  esta  equação  relativamente   a  x  e  a.  y,   e  representando    por  i-j   sei  as  deii- 

vadas  -7^-0,  -^^ — =—  e ,  obteemse  as  equações 

ox^    cxcy        iy 


d'onde  se  deduz 


s2_rí=0. 


Esta  equação,  independente  das  funcções  de  a  que  entram  na  equação  do  plano,  é  a  equa- 
ção ás  derivdas  parciaes  das  superfícies  planificáveis. 

2)  As  superfícies  planificáveis  gozam  da  seguinte  propriedade  importante : 

Nas  superjicies  planificavas  o  plano  tangente  num  ponto  é  também  tangente  em  iodos  os 
outros  pontos  da  mesma  característica. 

Resulta  esta  propriedade  do  theorema  1  do  n."  101. 

8)  As  superfícies  cylindricas  e  cónicas  estão  comprehendidas  na  família  das  superficies 
planificáveis.  As  primeiras  são  as  envolventes  das  posições  que  toma  um  plano  que  se  move 
parallelaraente  a  uma  recta  dada,  e  as  suas  caracteristicas  são  rectas  parallelas  áquella.  As 
segundas  são  as  envolventes  das  posições  que  toma  um  plano  que  passa  por  um  ponto  dado, 
e  as  suas  características  são  rectas  que  passam  por  este  ponto. 

Para  fazer  uma  applicaçào  da  equação  das  superfícies  planificáveis,  vamos  procurar  a 
equação  da  familia  das  superfícies  cónicas 

Sendo  (a,  |3,  -{)  o  ponto  fixo  por  onde  deve  passar  o  piano  gerador,  a,  ,3  e  ','  devem  satis- 
fazer iís  equações  (1)  e  (2),  e  portanto  temos  as  equações  de  condição 

Aa  +  B,3  +  CT  +  D  =  0, 

da       'da  da  da 

BB 
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Eliminando  D  e  — ,—  entre  estas  equações  e  as  equayões  (I)  e  (2),  temos 


da 


A(íc-«)  +  B(2/-,3)  +  C(2-t)=0, 


dk   .  .   ,    dlè  ^        o^  ,    í^C  ,         .       „ 


e  portanto 


A  +  B-í^^  +  C^^^-  =  0, 


da         da     x  —  a        da     x — a 


Eliminanilo  a  entre  estas  equações,  vera  uma  equação  da  forma 


T 


X — cí  \x  —  a 


.y-R. 


e  vê  se  porisso   que   todas   as   superfieies   cónicas   satisfazem   a   uma    equação   d'esta   forma 
(Monge:  1.  c). 

4)  Procuremos  a  superíicie  plauiHcavel  envolvente  dos  planos  osculadores  de  uma  curva 
dada,  cujas  equações  são,  tomando  t  pa!'a  variável  independente, 

«^  =  ?(0, 2/=M0,  z  =  -[t). 

A  equação  do  plano  osculador  é  (n.°  92-IV) 

{^z'y"-yz")  (X-a;)  +  (íc'z"-2'a;"j  {Y -y)  +  {y' x" —  x' y")  (Z-2)  =  0, 

e  portanto  a  equação  da  superfície  pedida  resulta  de  eliminar  o  parâmetro  arbitrário  t  entre 
esta  equação  e  a  sua  derivada  relativamente  a  t: 

(z'  y'"  -  y'  s'")  (X  -  x)  +  (a;'  2"'  -  2'  a,'"')  (¥-?/)  +  {y'  x">  -  x'  y"')  (Z  -  2)  =  0. 

Esta  eliminação  não  pôde  ser  efTectuda  sem  se  especificar  primeiro  as  funcções  '^,  '}  e  x. 
Para  achar  as  equações   da  aresta   de  reversão,  tt-nios  de  empregar,    além   das  equações 
precedentes,  a  equação  que  resulta  de  derivar  a  segunda  relativamente  aí; 

(3"y"-y'z"'+z'y*'-z/'2''''j(x— «) 

+  (.t"  2'"  -  2"  x"  +  x'  2(''i  -  z'  x'('")  (Y  —  rj) 

+  {y"x"'  —  x'y"'  +  y^C" - a''y''i)  (Z - 2)  -  O, 
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e  de  eliminar  depois  t  entre  est.as  três  equações.  Como  a  estas  três  equações  se  satisfaz  pondo 

X  =  x,  Y  =  y,  Z  =  z, 

segue-se  que  a  curva  proponta  é  aresta  de  reversão  da  stiperjicie  envolvente  dos  seits  planos 
osculadores. 

5)  Do  theorema  que  precede  c-onclue-se  que  as  tangentes  a  qualquer  curva  dada  formam 
uma  superfiçie  planificavel.  Com  efteito,  vimos  de  vêr  que  existe  uma  superfície  planificavel 
envolvente  dos  planos  osculadores  da  curva  dada,  da  qual  ella  é  aresta  de  reversão.  Logo  as 
caracteristicas  d'esta  superfície  coincidem  com  as  tangentes  á  curva  dada  (n.°  101-11). 

6)  Uma  curva  nào  pôde  ser  aresta  de  reversão  de  duas  superfícies  planifícaveis  diffe- 
rentes,  visto  que  as  caracteristicas  das  duas  superfícies  devem  ser  tangentes  á  curva  consi- 
derada. Porisso,  se  uma  superfície  planifícavel  tem  para  aresta  de  reversão  uma  curva  dada, 
coincide  com  a  envolvente  dos  pianos  osculadores  d'esta  curva ;  e  os  planos  tangentes  áquella 
superfície  são  osculadores  da  sua  aresta  de  reversão. 

7)  As  superfícies  planifícaveis  estão  comprehendidas  xii  grupo  mais  geral  das  superjicies 
regradas^  as  quaes  são  geradas  por  uma  recta  que  se  move  segundo  uma  lei  qualquer. 

Sejam 

A£c  +  B?/-i-C..-l-D  =  0,     Aia;  +  Biy-LCis+Di=0 

as  equações  de  uma  recta  e  sejam  A,  B,  C,  D,  Ai,  Bi,  Ci,  Di  funcções  de  ura  parâmetro 
arbitrário  a.  Estas  rectas  só  dão  origem  a  uma  superfície  planificavel  quando  têem  envolvente, 
isto  é,  quando  só  são  distinctas  três  equações  do  grupo  formado  pelas  anteriores  e  pelas  se- 


gumtes: 


A'x  +  B'y  +  C'z  +  D'  =  O,     Á\x  +  B\ij  +  C\z  +  Dl  =  O, 


oude  A',  B',  etc.  representam  as  derivadas  de  A,  B,  etc.  relativamente  a  «.  A  condição  para 
que  a  recta  proposta  gere  uuia  superfície  planificavel,  quando  a  varia,  é  pois 


A 

B 

c 

D 

A, 

B, 

c, 

D, 

A' 

B' 

c 

D' 

a; 

b; 

c; 

Dl 

=  0. 


As  superfícies  regradas  que  não  são  planifícaveis,  dizem-se  empenadas. 


CAPITULO  IV 


Derivadas  e  diíTer-enciaes  de  or-doiii  <iual<iu.er" 


Foriiiaçjío  das  derivadas  de  ordem  qualquer 

103.  Pur  meio  das  regras  dadas  no  capitulo  II  podemos  formar  successivamente  as 
derivadas  y' ,  ij\  etc.  da  funcção  y^f{x).  Ha  porém  questões  em  que  é  necessário  conhecer 
a  lei  d'estas  derivadas,  isto  é,  a  funcção  de  íc  e  n  que  representa  a  derivada  ?/'"' ;  vamos 
porisso  agora  ^:rociirar   esta   funcçào,   considerando   os  mesmos  casos   que  nos  n."'  61  e  62, 

pur  ordem  diversa. 

104,  Derivadas  de  algumas  fimcções  simples.  —  1)  Formando  as  derivadas  successivas 
da  funcção  y  =  x''\,  acha-se 

y  ==  Jix''-^  y"  =  /t  (Â;  -  1 )  a;'-2,  . .  . ; 
e,  em  {;eral, 

2/(«i  =  /c  (i-  -  n .  . .  (fc  —  íi  +  1)  íc*-". 

2)  A  funcção  y  --=  e'  dá 

3)  A  funcção  ?/=log.-i-  dá  ?/'  =  j:~',  e  portanto,  derivando  n  —  1  vezes  y\ 

y('t)  =  (—  l)»-i  (n  —  1) !  X--", 

representando  por  (n— 1)!  o  producto  1.2.3  ...  (u — 1). 

4)  A  funcção  y  =  sen  x  dá 

y'  =  oos  X  =  sen  [x  +  y ) ,     y"  =  sen  (^oj  +  2  yj  ,  . . . ; 
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e,  em  geral, 


y(i')  =  sen  ( X  -\-  n  -^ 


õ)  A  funcção  i/=cosx  dá  do  mesmo  modo 

?^('')  =  cos  {x-\-n-^j- 
lOõ.      Theoremas  geraes.  —  I.   Seja 

onde  ?<),  2(2,  etc.  representam  funcções  de  x.  Temos 

y">  =  ?,■;"+ tó"  +  ..  .  +  <■>. 
Nota.  —  A  derivada  de  ordem  n  da  sorama 


3/=  I  Aao;^ 

l:=Q 


?/'«)  =  i:  A,.k  (k—l)...  (k  —  n  +  1)  a^-». 

Fazendo  x  =  0  c.  representando  por  í/ó"'  o  valor  correspondente   da  derivada   y'''\   vem  o 
resultado 

í/o    —  ^n^  •  ■ 

II.  Procuremos  a  derivada  de  ordem  n  do  prodiicto  y=Uiiii  de  duas  funcçõss  dadas. 
Temos 

y'   =  ui  it-2  +  m  u-2, 

y"  =  ui  iii  +  2i(i  lá  +  m  u'í, 

y'"  =  ?<("  ri->  +  Sífí'  H-í  +  3ií'i  ííj'  +  wi  "2", 


Observa-se  n'estas  egualdades  que  os  coefficientes  numéricos  coincidem  com  os  que  appa- 
recem  nos  desenvolvimentos  das  potencias  1.',  2.",  3.*,  etc.  do  binómio  !íi  +  M2;  e  que  os 
Índices  superiores   coincidem  com    os   expoentes   de  «j    e  t(i   nos  mesmos  desenvolvimentos. 
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Somos  pois  levados,  pnr  indauyao,  a  escrever  a  fórmula 

y")  =  M<;> u->  +  ...+  (.^  J <-'■+" u<r"  +  ( '.' )«S"~" «4"  + . . .  +  M, < 


(1)  «'"'=-(  ")<""<, 

i=0  \  í  / 


representando  por   (.lo  numero  de  combinações  de  n  lettras  tomadas  aia  i. 

Para  demonstrar  esta  fórmula,  basta  provar  que,  se  é  verdadeira  para  o  Índice  n,  também 
é  verdadeira  para  o  Índice  w+l-  Para  isso  derivemos  os  dois  membros  d'esta  egualdade,  o 
que  dá 


f+"  =  u*"+"  u,  f .  ••  +  (.-^  J  "!""'■*""  "í"+  (  '•  )  "l"""'^"  <'+■  •  •  +  ".  <""" 


ou 


por 


1=0  \      í 


.:,)+(i)=("í' 


A  fórmula  (1),  devida  a  Leibnitz(*),  pôde  ser  escripta  simbolicamente  do  modo  seguinte: 

y">  =  (w, +ifí)", 

significando  esta  egualdade  que  se  deve  desenvolver   (ui-\-ti-2)"   pela  fórmula   do    binómio   e 
substituir  no  resultado  os  expoentes  por  Índices  de  derivação. 
Do  mesmo  modo,  no  caso  da  funcção 

y  =  uiu.2  ..  .M„, 
temos  symbolicamente 

,     ih)     (Q  (íJ 

y-'^  («.  +  «,  +  ..■  +  »„)"  =  £"•"'  .  ,"! 


i, !  ij ! . . . L ! 


(')  Vej.  Opera  omnia,  Genevae,  1748.  tom.  nr,  pag.  421. 
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em  que  H  se  refere  a  todas  as  soluções  inteiras,  positivas  ou  nullas,  da  equayão 

h  +  h+   ■•  +  in.  =  n, 

e  onde  se  deve  considerar  O !  como  representando  a  unidade. 

Deduz-se  esta  fórmula  da  anterior  por  um  processo  análogo  ao  que  se  emprega  em  Ál- 
gebra para  passar  da  lei  do  desenvolvimento  do  binómio  para  a  lei  do  desenvolvimento  dos 
polynomios. 

III.  Consideremos  agora  a  funcção  y=^^  Temos 

«í  =  y'  "2  +  yu-i. 


M<">  =  3,'">  «,  +  ...+         .        í/l-O  „(•■)+  .  .  .  -^  yy}^ 


Por  meio  d'estas  egualdades  obtêem-se  successivamente  as  derivadas  ?/',  ?/",  ij" ,  .  . . ,  ?/<">  da 
fracção  proposta;  ou  directamente  a  derivada  ?/'"'^  expressa  por  um  determinante. 

IV.   Seja  y  uma  fiineção  de  x  determinada  pelas  equações 

(A)  í/ =/(").     "  =  ?(«;) 

e  procuremos  a  derivada  3/'"*  de  y  relativamente  a  x. 
Temos 

,/  _  ^y 


y   = 


=  — r—  U 


du  "  ' 


y  ~  di^  ^"^  difl''"'  +dír"  ' 


Vê-se  facilmente  que  a  expressão  du  derivada  z/'"'  é  da  forma: 

?/(«)  =  IA  ^^.  {u'f  (m''j?  . . .  (ií<'0)>^, 
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A,  «,  I?,  Yi  -..,  ^,  2  sendo  números  inteiros,  que   vamos  determinar.  Para  isso,  appiiquemos 
a  fórmula  precedente  á  funcção 

y  =  m"^  U-—  a„  +  <*i  *  +  f  2  «*  +  •  ■  •  +  «ti»"^ 
onde  «y,  «1,  . .  .,  a„  representara  constantes  arbitrarias;  o  que  dá 

?/'")  =  SAíi  (71  -  1)  . .  .  (n  -  i  -f  1)  M"-'  {uy-  {u"f . .  .  (?<(«))^, 
e,  pondo  £C  =  0  e  notando  que  é  (n."  105-1)  «qW  =  7v  !  a^, 

.VÍ"*  =  SAn()í-l)  .  .  .(n-i+l)(2!)°(3!)^  .  .(«ly^ar^aJ^aP. .  .a]. 
Por  outra  parte,  temos 

2/ =  («o  +  «)  «^  +  «2  «^  +  •  •  •  +  «n  ÍC")" 
^  71 !  í/q      «i       a-2       .  .  .  «„      X 

onde  S  representa  uma  somma  que  se  refere  a  todos  os  valores  inteiros,  positivos  ou  niillos, 
de  /?(,,  In,  etc.  que  satisfezem  á  equação 

^0  +  fn-rhi+. .  .  +  k„  =  n, 

devendo  substituir-se  /iq!,   hil,   h^\,   etc.  pela  unidade,  quando  é  /io  =  0,  /íi=0,  Ã2=»0,  etc. 
Derivando  esta  egualdade  e  pondo  íc=0,  vem  (n."  lOõ— I) 

■     ,,fl       ''o        ''I       ''2  ^'n 

_  ^  {n ! )-  «o     «1     at      .  .  .  g,. 
*^"       -  Ão!A,!/í2!...AJ 

«iiide  I!  se  refere  agora  a  todos  os  valores  inteiros,  positivos  ou  iiullos,  de  /í,,,  //i,  hi,  etc.  que 
satisfazem  ás  equações 

^o  +  ^i+''2+-.  .  +  K  =  n,  ^i  +  2/i2  +  3^3+.  ..-\-nh„  =  n. 

Os  dois  valores  de  y»-,  que  vimos  de  achar,  devem  ser  idênticos,  quaesquer  que  sejam  os 
valores  de  a,,,  ai,  a-2,  etc;  portanto  vem 

a  =  /íi,  15  =  /!2,  .  .  .,  X  =  /í,„  /íy  =  n  — i  =  n  — (a-j- j5-f.  .  .-1-X), 


«!|3!...X!(2!)P(3!/...(n!)^" 

cc 
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Temos  pois  a  fórmula 
(3)  ,-^1  '' 


n\~'j(ii'f{u"f...{u"Í' 


«!^!t!...X!(2!)?(3  !/...(«!)'- 

onde  S  se  refere  a  todos  os  valores  inteiros,  positivos  ou  nullos,  de  a,  p,  7,  .  .  .,  'k  que  satis- 
fazem á  equação 

«  +  2p4-3T  +  -..  +  «>^  =  «, 
e  ondtí 

Deve  observar-se  que  na  fórmula  (3)  devem  substituir-se  nos  denominadores  os  factores 
que  forem' nullos  pela  unidade,  como  se  faz  na  lei  do  desenvolvimento  dos  polynomios,  d'onde 
a  fórmula  é  tirada. 

NOTii.  —  A  respeito  dos  coefficientes  numéricos 


A  = 


ai '^\...  Kl  (21)^31)'  ...{nlf- 

faremos  algumas  observações. 

1.°  Estes  coefficie7ites  são  números  inteiros. 

Esta  propriedade  resulta  da  demonstração  precedente,  e  eonstitue  um  theorema  interes- 
sante de  Arithmetica,  a  que  se  pôde  também  chegar  por  considerações  relativas  á  theoria  das 
combinações  (*). 

2."  Sendo  «/  =  «'',  ít  =  e'^— 1,  temos 


d''+Uj 


■O,  . 


u  —  ?t    = .  . 


e,  pondo  a;  =0, 


(')   Comptes  rendus  de  VAcadémie  des  Scie/ices  de  Paris,  tom.  cxm,  pag.  1066. 
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Substituindo  em  (3),  vem  a  fórmula  seguinte,  de  que  adiante  faremos  uso : 

kl    \       dx"        /o      ~     ' 

que  dá  a  soniraa  de  todos  os  coefficientes  da  fórmula  (3)   que   correspondem   ás  soluções  in- 
teiras e  positivas  da  equação 

3."  Sendo  ?/  =  e",  M  =  e*— ],  teremos 

-_^  =  e",  u'  =  u" .  ..  =  é^, 
du' 

e  portanto 

Wu'/o        ' 
Logo,  applicando  (3),  virá  a  fórmula 

\        dx"        /o 

que  dá  a  somina  de  todos  os  coefficientes  da  fórmula  (3). 

4."  O  quociente  — r-  tende  para  o  limite  zero,  quando  n  augmenta  indefinidamente  ('). 

V.  Seja 

y=f{^h  «i)  •  •  • )  "(),  «1  =  ?i  {x),  Ui  =  'fí  (x),  ...,  ui  =  íf,  (x), 

e  procuremos  a  derivada  y'"'  de  y  relativamente  a  x. 

Para  resolver  esta  questão,  empregaremos  o  mesmo  methodo  que  em  um  artigo  que  a 
este  respeito  publicámos  no  Giornale  di  Matematiche  (Napoli,  tom.  XVlil),  que  passamos  a 
expor. 


(')  Para  a  demonstração  d'c3ta  propriedade  veja-se  : 

Oliveira  Ramos  e  C  J.  de  Faria  :  Sobre  os  coefficitntes  etc.  {Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astro- 
nómicas, tom.  vil). 
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Temos 


Vê-se  facilmente  que  a  derivada  de  ordem  «.  tem  a  forma: 


(i) 


x(thf'{ihf...(uf}'^x..., 
onde 

7»  =  rt  +  ô  +  c  + . . . , 

e  onde  A,  a^  h^  .  .  . ,  a,  p,  .  .  . ,  a',  fi',  .  .  ,   são  números  inteiros,  que  vamos  determinar.  Para 
isso,  appliquemos  esta  fórmula  ás  fimcções 

y  =  u'i «:; . . .  ii'!, 

ui  =  í/q  4-  «i  a;  + .  . .  +  a„£c'^ 
W2  =  5()  +  ii  a;  -f  •  •  •  +  l^i,x", 

) 

« 
onde  í/|,,  rt|,  .  .  .,  S(,,  i),  ...  representam  constantes  arbitrarias;  o  que  dá 

?/W  =  SAw(n— 1).  .  .(n  — a+l)xn(«— 1).  .  .(«-ò+l)x.  . . 

X  «r-  (ti',)'-'  («;')? ...  X  «r'  (iQ"'  {u:f ..., 

e,  pondo  x  =  0,  e  attendendo  ao  que  se  disse  no  n."  105-1, 

/Aíi(n— 1).  .  .{n—a  +  l)xn(7i—l).  ..(n  —  b+í)x.  .  .'. 

y-'  =  ^-   X  (2  lf+^'+-  ■  -(3  !/+^'+-  •  • .  . . (n!)>-+>'+-  - 

[x  a;-"  af  «I  ...  X  í-r'  ^f  ^f  •  •  •  X .  . .  )  ■ 

Por  outra  parte,  applicando  a  fórmula  de  Leibnitz  ao  producto  considerado,  vem 
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onde  ^  se  refere  a  todos  os  valores  inteiros,  positivos  ou  nullos,  de  hi,  hi,  etu.  que  satisfazem 
á  equação 

hi-rh-2-t.  .  .  +  hi  =  n; 

ou,  substituindo  as  derivadas  (?t','j(''i),  (MjJ(''2),  etc.  pelos  seus  valores,  que  se  obtêem  pela  fór- 
mula (3),  e  pondo  £c  =  0, 

j__^      ^  ?i !  n  (»i  — 1).  .  .(«  —  a-]-lxn(n — l)...(n — b-\-l)x.  .  . 
Vo  =- 


a!,3!.../Ja'!.3'!...V!... 
X  ar'  a\  a|  . .  .  X  ir'  V(  òf  .  .  .  x . .  . , 

onde  SI  se  refere  aos  valores  inteiros,  positivos  ou  nullos,  de  a,  |j,  .  .  .  a',  ji', . . .  que  satisfazem 
ás  equações 

a  +  2i3  +  ...  +  /íl>^  =  ^l, 
a'  +  2,3'  +  .  ..-fV/^'=/i2, 

«('-')  +  2|3!'-íi  + . .  .  +  ;,;/Ji-i)  =  7,„ 
e  portanto  ú  equação 

a -L  2P  +  ...  +  n).  + a' +  2|3' +  ...  +  «).'  +  ... 
+  «C-D  f  2,3('-')  + .  .  .  +  íiÃ"-í)  =  n, 
e  onde  é 

a  =  a  +  i3  +  ..  .  +  X,  6=«'  +  p'+..  .  +  >/,  etc. 

Os  dois  valores  de  yó"'  que  vimos  de  obter,  devem  ser  idênticos,  qualquer  que  seja  o  valor 
das  quantidades  «y,  ai,  .  .  .,  i^,,  h{,  .  .  .;  portanto  os  inteiros  a,  p,  .  .  .,  a',  |3',  .  .  .  devem  ter 
os  mesmos  valores  nas  duas  expressões  de  y\"\  e  deve  ser 


A  = 


a!|3!...X!xaMi5'!...X'!x...x(2!)P+P'-...(H!)^+^'+- 

Estào  pois  determinadas  as  constantes   que  entram    em  [b),   e  temos  a  fórmula  seguinte, 
que  resolve  a  questão  proposta : 


,1 


6"/ 


la!p!...X!x«'!p'!...X'!x...   'ôu^ôuj.  .. 

'*'        '""|xm-(It)'-(S)'><c*'-(i;-)'-'x-. 
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onde  H  se  refere  a  todas  as  soluções  inteiras,  positivas  ou  nullas,  da  equação 

a  +  215+...  +  wX  +  «'  +  2j3'+...-f  «!'  +  .. . 
+  a"-')  +  2,5"-*)  + .  . .  +  nV'-i>  =  n, 
e  onde  é 

a  =  a  +  15  +  ...  +  ).,     6  =  a'  +  ...  +  V,  etc, 
e 

7n  =  a  -f  J  -p  c  + .  •  • 

VI.  Consideremos  agora  a  funcçâo  implícita  y,  definida  pela  equação 


Temos  as  equações 


dx^  ^y  ^ 

òx^         cx  oy  ^        cy  Cy  ^ 


por  meio  das  quaes  se  obtêem  successivamente  y",  y",  etc. 

A  lei  que   seguem   estas  equações  obtem-se  applicando  á  funcção  f{x,  y)  a  fórmula  (4), 
pondo  u%  =  a;,  "i  =  J'  e  considerando  y  como  funcção  de  x,  o  que  dá 


(5) 


«'!a!p!...)J   ■  aa;«'  ôy-"' 

onde  S  se  refere  a  todas  as  soluções  inteiras,  positivas  ou  nullas,  da  equação 

<x'  +a.^2^  +  ...  +  7i\  =  n, 
e  onde  é 

m=a'  +  a  +  3  +  .  .  .+  X. 

A  fórmula  que  precede  dá  a  derivada  de  ordem  n  em  funcção  das  anteriores.  A  fórmula 
que  dá  directamente  y'"'  é  muito  complicada,  e  porisso  não  a  exporemos  aqui  í*). 


(')  Duarte  Leite  :  Sobre  as  derivadas  etc.  {Jornal  de  scieiícias  mathematicas  e  astronómicas,  tom.  iv) 
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II 
Applioações 

lOO.      Derivada  ãa  funcção  arctangx.  —  I.  A  funcção  ?/=  are  tanga;  dá  y  =  (1+03*)— •, 
d'onde  se  deduz  (n."  lOõ-IV) 

,„,  ^  V  .     IV    {n-iy.i\{2xY{l  +  x^)-^-^ 

onde  a  +  2|3  =  íi  —  1 ,  t  =  a  +  ,3 ;  e  portanto 

(n—l- 


yW  =  (_  !)«-<  (,i  —  1) !  E  (-  l)i^ 
x(2a;)''-*-^P(l+!r2)P-% 

onde  H  se  refere  a  todos  os  valores  positivos  de  p,  desde  O  até  ao  maior  inteiro  contido  em 

n— 1 

~2 

A  expressão  da  derivada  de  ordem    n   da    funcção  considerada   pôde   dar-se    uma  forma 

differente  da  precedente.  Pondo  x  =  cot  'y,  o  que  dá  —^  =  —  sen-  o,  vem 

v'  =  -r-, 75 —  =  sen-'i,  y"  =  —  sen  2(psen-ai,  etc. 

■^        1  +  cot2  tp  ' '  -^  ^  ' ' 


Em  geral 


yi«)  =  (_  l)"-i  (,í  _  1) !  sen"  'i  sen  ?!». 


Demonstra-se  facilmente  esta  fórmula  mostrando  que,  se  for  verdadeira  para  a  derivada  da 
ordem  n,  também  é  verdadeira  para  a  derivada  da  ordem  «  +  1. 

II.  A  comparação  das  duas  expressões  de  j/'"',  que  vimos  de  achar,  dá  a  fórmula  impor- 
tante, attribuida  a  Viète : 

sen  n-f  =  sen  <pS  (-  1)?  ("  ~  J  ~  ^\  (2  cos  tp)"-'-^^. 

III.  Se  quizermos  o  valor  de  y'„"\  poremos  a;  =  0  na  fórmula  que  dá  r/'"'. 
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1."  Se  n  é  impar,  todos  os  termos  da  fórmula  se  annullam,  excepto  aquelle  que  corres- 
ponde a  n—\  —  2p=0,  e  teremos  portanto 

2."  Se  n  épar,  o  expoente  n— 1— 2|3  não  pôde  ser  nuUo,  e  teremos  ^^"'  =  0. 
107.     Números  de  Bernoulli.  —  I.   Consideremos  a  fuucção 

e  procuremos  o  valor  que  toma  7/<"l  quando  é  cc  =  0. 
Pondo 

,  -  1  1  -e- 


2        2(1 +e^) 


vem 


e  portanto 


'■?(«)  =  —  ?(-«), 

e 

'-p'  (a-)  =  '/  (—  x),     cp"  (x)  =  —  d'  (—  íc),  etc. 

Estas  egualdades  mostram  que  as  derivadas  de  ordem  par  de  o(x)  se  devem  annullar 
quando  se  faz  «  =  0,  porque,  se  assim  não  fosse,  teriam  dois  valores  dififerentes  para  a'  =  0, 
o  que  não  pôde  ter  logar. 

As  derivadas  de  ?/  são  eguaes  ás  derivadas  de  tp  (.r),  e  portanto  temos  ?/;,"'  =  O,  quando  n 
é  par. 

As  derivadas  de  ordem  impar  acham-se  por  meio  da  fórmula  (3)  do  n."  lOõ,  que  dá 

n  !i!  6*^(1+ e^)-''-i 
„(i!)  ^  V  /     1  y ^ i 

•^        "^      '  a!,'i!...X!(2!)^(3!)'  . .  .[ii\)>^ 
onde 

«  +  2p+...  +  nX  =  H,     i=«  +  |5+ ...  +  X; 
portanto  temos,  pondo  íc  =  O, 


2/f'  =  s(-iy 


n\% 


\l\ 


2'+<a!p!...>J(;2!)P  (3!^  ...(m!)^ 
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Posto  isto,  chainara-se  números  de  Bernoulli  os  números  definidos  pela  egualdade 

<js  qiuies  ])(irisso  são  nullos  quando  n  é  par,  e,  quando  n  é  impar,  podem  ser  calculados  por 
meio  da  fVirimiia  ('): 

~  (71+ 1)  '  í  ' 

(6)  B„  =  (-l)  '  -^,,^73  1   -(-^>'2m.!3!...X!(20?...(n!7' 

onde  H  se  refere  ás  soluções  inteiras,  positivas  ou  nullas,  da  equação 

a  +  2^+...+  nK  =  n 
e  onde 

i  =  «  +  i8  +  ..  .  +  >.. 
II.   De  ser 


a!.3!...7.!(2!)^..  (ji!)'- 

um  numero  inteiro  (n."  lOõ)  e  de  ser  /i-f-l  par  resulta  que  os  nutneros  de  Bernoulli  não 
podem  conter  em  denominador  factores  primos  differentes  de  2  e  dos  factores  pirimos  de  2""!"'  —1, 
t!  que  2  não  pôde  ter  expoente  superior  a  7i. 

III.  Da  fórmula  (G)  vamos  tirar  outra  mais  própria  para  o  calculo  dos  números  de  Ber- 
noulli. 

Com  effeito,  a(|ueila  IVirmula  dá 


n+l 


^  "+1   v^r. 


n 


T>      /    i\  í — I V  f    ly        v' 11 

B„  =  (-l)        ^,.+,_i    .^,1^1       ■2'+^al)l...Kl(2l)K..(nl)\ 

onde  S'  se  refere  a  todas  as  soluções  inteiras  e  positivas  da  equação 

a  +  2p+.  ..  +  nl  =  n 
que  dão  a  ?'  o  mesmo  valor;  e  portanto  (n.°  lOõ-IV) 


B„  =  (-i)    -2.rHzn,.-(-i)'^.i     ^^.     j; 


(')  Veja-se  o  nosso  artigo  :  Sur  les  nombres  de  Bernoulli,  publicado  no  American  Journal  of  Mathematics 
de  Baltimore,  tom.  vii. 
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011,  substituindo  a  derivada  que  entra  no  segundo  membro  pelo  valor  que  se  obtém  desenvol- 
vendo o  binómio  (e*' — 1)'  e  derivando  n  vezes  o  resultado, 


(7) 


B  -(-i)~  ^^_v  r_iv-L 


i"  — i(i— 1)" 


+  2  ('■--)"-  3^^'-^)"+---±ií-i;^" 


Ou  por  meio  d'esta  fiu-mula,  ou  por  meio  da  fórmula  (6),  obtem-se 

Os  números  que  vimos  de  calcular  foram  considerados  pela  primeira  vez  por  Jacob  Ber- 
nouUi  na  sua  Ars  cmjectanrU.  Euler  eneontrou-os  depois  em  muitas  questões  de  Analyse.  No 
tomo  Lxxxv  do  Jornal  de  Crelle  foi  dado  por  Adams  uma  taboa  que  contem  todos  estes  numeres 
até  Bi23. 


IV.   Derivando  ;?  vezes  a  eguaidade 


y(e-+l)  =  l, 


y«)(e^ +!)  +  (!'= 


„y»-i)  + 


;),.-.+... 4- (jj,-. 


=  0. 


Pondo  £C=0,  e  attendendo  á  fórmula  («),  resulta  a  equação 

n+l  n 

(-1)      2^^í— i  B„-f  (-1)  ^  n- ÍB„_, 


,^,).,:')íri;;iB._, 


2/     n  — 1 
n\  2"-2— 1 


+(-)-(â)^ 


B. 


M-3" 


+<-»(.,:.)^'-.+i-- 
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(jiic,  [Mjudo  Ji=2p — 1,  dá 


e,  pondo  jí  =  2j),  àí 


./j^-_ib.,.-(|)^í^b.,..+,..±(,;^jí!-:1b.„=o. 

Temos  assim  duas  relações  Ihieares  recorrentes  entre  os  números  de  Bernoiílli,  pur  meio 
de,  qualquer  das  quaes  se  pódé  calcular  successivamente  Bi,  B3,  B5,  etc. 

Foi  Moivre  quem  primeiro  achou  uma  relação  recorrente  entre  os  números  de  Bernoulli. 
Depois  foram  encontradas  muitas  outras. 

V.  Os  números  de  Bernoulli  apparecem  em  muitas  questões  de  Analyse.  Assim,  por 
exemplo,  os  valores  das  derivadas  da  funcção 

correspondentes  a  a;=0,  exprimem-se  por  meio  d'estes  números. 
Com  effeito,  derivando  n  vezes  a  identidade 

X  SC  ^X  J^  /    \         ^  o    N 

vem  (n."  105-11)  a  seguinte: 


^^^       _^ „ ^    J      =/.. (íc)- 2"/"" (2a;), 

dx»  c/as»-*  ^    V  •'         ./     ^     /) 

que,  pondo  .-r  =  O  e  attendendo  á  iVu-niula  ((/),  dá  a  relação,  achada  por  Euler, 


-1 


2,r  =  (-l)-       B„. 


!• 


Vê-se  por  esta  egualdade  que  as  derivadas  de  ordem  impar  de  y  siío  nuUas. 

A  fórmula  que  precede  não  dá  os  valores  de  ?/,j  e  ^ó-  Bai"a  os  achar,  partese  da  equação 

{e'—í)y  =  x. 
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:nie  dá 


e,  pondo  a;=0,  i/o=  1,  y'^  =  --^ 


VI.  Do  mesmo  modo,  no  caso  da  funcção 


temos,  para  determinar  o  valor  de  y'à'\  a  fórmula 

•^    2«+'-l 

a  qual  mostra  que  este  valor  é  nullo  quando  n  é  pm-. 

VII.   Consideremos  finalmente   uma   q\iestão   d'Algebra   em  que   entram  os  numeres   de 
Bernoulli. 
Seja 

y  =  l+e'+e''  +  ...  +  e'"-'>'^  =  ^ -^^^ -^^• 


e—l        X      é'—i 

e  portanto 


e-  — 1 

Derivando  k-{-í  vezes  esta  ec-ualdade  e  pondo  z  — ,  vem 

e'  — 1 

+  í^"  ^  ^]  n''~i  e"-^-  s"  + .  •  •  +  (^  1^  ^)  «e"-»  3(«  +  (e'"'  - 1)  sfí^^+i» 


e,  pondo  03  =  0, 


Por  outra  parte,  derivando  Ic  vezes  a  funeçao  y,  vem 

,^(í)  =  e^  +  2*  e-t  _!_...  -f  („  _  1  y.  ^(-.-1)  x^ 
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e  portanto 

jf  =  l*  +  2*  +  3'  +  . .  .  +  (n-  1)'. 

Temos  pois  a  f<)rimila  de  Jacob  Bernoulli 

que  dá  o  desenvolvimento,  ordenado  segundo  as  potencias  de  n,  da  sonima  das  potencias  do 
grau  k  dos  n  —  1  primeiros  números  e  serve  para  calcular  rapidamente  esta  somma,  quando 
n  é  um  numero  grande. 

Resulta  d'esta  egualdade,  como  corollario,  a  seguinte : 

..     l*  +  2*-f...  +  «'  1 

lim TT-. 


k4-l 


de  que  se  fez  applieação  no  n."  ÕS. 

I08.     Fúrviiãa  de  Jacobi.  —  Procuremos  a  derivada  de  ordem  ?i  —  1  da  funcçào 

n— T 
Applicando  a  fórmula  (3)  do  n."  105,  vem  a  egualdade 

(«-1) !(«-!)  .  ..  („_l-;  +  l)  (-2xf  (-2  ?(l-a;^r^"' 

j.(n-l;  =  V \  iJ  \  ^ /_ 

a!p!^2)^  ' 


onde  a  +  2,3  =  «  —  1 ,  i  =  a-{-'^\  ou 


^ ,,_,,  _v  (-l)"-^-^(»-l):(2n-l)...(2p-f-3)x"~^""^^(l-a;a/^== 
^  (n-l-2?j!?!2P 


,    n-l-2B  .,         ,  P+4- 
^(_l),._,1.3...(2n-l)  p^il^ !(iz:^-i_l_ 

n  ^       '   1.3...(2p+l)(n-l-2^)!l5!2P 

que,  por  ser 

2'fxl.2.3...i3xl.3...{2?+l)  =  (2?  +  l):, 
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,...-._.     ,,.,_,  1-3..  .(2»-!)  3(.-2.S)...«."-^-^^l-x^r^ 

uiule  H  representa  uma  somma  que  se  refere  a  todos  os  valores  inteiros  positivos  de  ,3,  desde 
O  até  ^^— 

Pondo  X  =  cos  (O,  vera 

ou,  em  virtude  de  uma  fórmula  de  Trigonometria,  dada  no  n."  õ2, 

,.(.1-1)  ^  I      jyi-i  _  — : — •  •  •K-' i- .sen?;  are  cos x, 

resultado  devido  a  Jacobi(*). 

109,     Fórmula  de  Waring.  —  Seja 

U  =  Ao-x-"' +  A,x"'-' +. .  .4- A„,_,  ar-f  A„,  =  O 

uma  equação  dada  e  sejam  cci,  x^,  .  .  .,  x,„  as  m  raizes  d'esta  equaç<ão. 
Por  ser 

U  =  Ap {x  —  Xi)  {x  —  Xi) .  ..(x  —  x„), 

e  portanto 

log  U  =  log  A„  + 1  log  (a;  -  o;  J, 

temos,  derivando  n  vezes, 

^         1  •      ^(-1)"-'     d"  log  U 
~  (.X-  —  ír,„ )"      ()í  —  1 ) !  *      da;" 

Substituindo   no  segundo  membro  d'esta  egualdade   U  pelo  seu  valor,   applicando   a  fór- 
mula (3)  e  attendendo  ás  egualdades  U'"'+*'  =  0,  U'"'^-'  =  0,  etc,  vem 

V         1        ^ (_  1). „v  .     1).-  (è-l)!U--U'-U'^.. 
(a;-a-„,)"      ^  ^  a  !  (3!. .  .X!  (2!)P. .  .(m!)'^ 


(<)  Jornal  de  Crelle,  tom.  sv.  1830. 
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e  portanto,  pondo  a;  =  0, 

V J_  =  „v (_ ly    (^•-l)!Uo-'Uo"Uo^... 
"as;;,        "^^  «!f3!...X!(2!)^..(TH!)'^ 

(r-n!A--A:;;_t...A^ 

~    ^^     ^  a!f3!...X! 

Applioando  agora  esta  fi')rn)ula  á  equação 

A,„ x"'  +  A„,_,  a"'-'  + .  . . -f  Al  £c  +  Ag  =  O, 

cnjas  raizes  são  reciprocas  das  raizes  da  equayão  primeiramente  considerada,  temos  a  fórmula 
de  Waring(^) 


"  (í-1  !A-,-'A?Af...A'■ 

a;,„      n-[     L)  a!  3!...),! 


(I.  =1 

onde  a,  [5,   .  ■  . ,  '/.  são  as  soluções  inteiras,  positivas  ou  nullas,  da  equação 

a  +  2[3  +  ..  .-|-»i"/.  =  ?í 
tó  onde  é 

Esta  fórmula  dá  a  somma  das  potencias  de  grau  n  das  raizes  da  equação  proposta. 
Os  coefficientes  numei'icos  que  entram  na  fórmula  de  Waring  gozam  das  seguintes  pro- 
priedades aritiuneticas,  que  nos  limitaremos  a  enunciar  (-),  quando  n  é  egual  ou  inferior  a  m; 
1.°  A  somma  dos  valores  absolutos  de  todos  os  coefficientes  é  egual  a  2"  — 1. 

2."  A  somma  dos  valores  absolutos  dos  coefficientes  dos  termos  do  grau  i  é  egual  a  I    . 

\  i 

3."  A  somma  dos  valores  absolutos  dos  coefficientes  dos  termos  do  grau  n — i  é  egual  á 
somma  dos  valores  absolutos  dos  coefficientes  dos  termos  do  grau  i. 

lio.      Derivadas  dan  fuiuxues  comportas  de  funct^ues  lineares  de  x.  —  Seja  na  fórmula  (4) 

!(,  =  Al -|- Bi  a;,     ««  =  A» +  Bá£c^  . . -,     m/=A/4-B;x; 


(')   Wiiring:   JMeãítationes  alynhricae^  \"c2. 

(-)  Estas  propriedades  foram  dadas  pelo  sr.  J.  15.  ilAlmeida  Arez  em  uni  traliallio  piiblieado  no  tom.  i 
•los  Annaes  scientificos  da  Academia  Pohjlechnica  do  1'orlo.  onde  se  pôde  ver  a  sua  deinoustraçào. 
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tfrenios 

yW  =  Z — -^ JB'-*  W 

y        a!«'!...^./-.,!     au^ewi'...'  '    -      ' 

onde  H  se  refere  ás  soluções  inteiras,  positivas  ou  nullas,  da  equação 

A  fijruiula  que  precede  pode  ser  eicripta  sytnholicamente  da  maneira  seguinte: 

VtíMl  CU%  ÓUi         I 

devendo  depois  do  desenvolvimento   substituir-se   (c/)"  por  p'y. 

111.     Dlffei-endaes  de  ordem  superior.  —  A  differencial  ãy  de  y=f{x),  que  está  ligada  com 
a  derivada  de  y  pela  equação 

chj  =  y'âx, 

é  uuia  funução  de  x,  cuja  differencial  d^dy)  (que    se  representa  por  d-y)    se  obtém   differen- 
ciando  o  producto  ydx;  o  que  dá 

dhj  =  ij'  dx^', 

suppondo  dx  constante,  qualquer  que  seja  x,  o  que  é  sempre  possível,  visto  que  x  representa 
a  variável  independente  e  portanto  o  seu  augmento  dx  é  arbitrário. 
Do  mesmo  modo  se  acha 

dhj  =  y"'  dx^,     d''y=ij'''idx'',  etc. 

As  differenciaes  dy,  d~y,  d'^y,  etc.  têem  respectivamente  os  nomes  de  differenciaes  de  pri- 
meira ordem,  de  segunda  ordem,  etc.  de  y. 

Seja  h  um  augmento  dado  a  a;  e  Ay  o  augmento  correspondente  de  y,  isto  é, 

lí^y=f{x  +  h)-f(x)=fi{x). 
Teremos  (n.»  64) 

\y  =  hf{x+Oh), 

onde  6  representa  uma  quantidade  comprehendida  entre  O  e  1, 


Representando  por  A*^  o  augmeuto  A  [^\í/)  da  funcçào  ^i/^  correspondente  ao  augmento  h 
de  X,  vem  do  mesmo  modo 

^-1/  =fi  (a;  +  Ã)  - /í  (a?)  =  hfi  {x  +  Oih) 

=  r-f"  {x-\-6ih-\-6ih). 
Continuando  do  mesmo  modo,  obtem-se  a  fórmula  geral 

ou,  pondo  Oi  +  62 +... -f  ^M  =  Ô> 

A"^  =  A»/C"(£c-l-eA), 

6  representando  uma  quantidade  comprehendida  entre  O  e  n, 

A  A_y,  A-^,  A-'^,  etc.  dá-se  respectivamente  o  nome  de  differenqaiirimeira,  differença  segunda, 
etc.  da  íuncção  f{x). 

Se  a  derivada /•">  (a;)  é  continua,  temos 

A"y  =  ft"  [/(«)  (a;)  +  s]  =  rf"?/  +  zh", 

onde  £  representa  uma  quantidade  infinitamente  pequena  com  h;  logo  a  differencial  de  ordem 
71  ó  a  parte  proporcional  a  h"  da  diflerenya  de  ordem  n  da  funcçào  »/. 

112.     Consideremos  agora  a  funcçào  de  duas  variáveis  independentes  z  =  f\x,  y),   cuja 
differencial  lotai  é  definida  pela  egualdade  (n."  71) 

dz  =  -ir~  dx  +  -^r—  dt/. 
cx  dy    •' 

Esta  expressão  de  dz  é  uma  funcção  de  a;  e  y  que,   sendo   differenciada,  dá  a  expressão 
seguinte  da  differencial  total  de  segunda  ordem: 

dh=~dx'-  +  2^^dxdy+^dy'-, 
dx-  cxdy  ''       dy^     "  ' 


ou,  nymholicamente, 


dy 

Et: 
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Continuando  do  mesmo  modo,  acha-se,  por  inducção,  a  fórmula  symholica 

que  se  demonstra  por  meio  de  um  calculo  análogo  ao  que  foi  empregado  no  n."   105-11,   e 
onde  se  deve  substituir,  depois  de  effectuar  o  desenvolvimento  da  potencia  indicada,  [cz)"  por 

Do  mesmo  modo,  no  caso  da  funcção  de  muitas  variáveis 

se  acha  a  fórmula  symholica 

7  /  Sz    ,       ,  ,    ôz    ,    \" 

d'^z  =  I  -^í — axi  + . . .  +  ^r —  dxi  1  • 
\  CXi  ÔXi         I 


III 

Relações  entre  as  fmicções  e  snas  derivadas 


113.       Sc  a  fnncção  f{x)  aãmittir  as  derivadas  f  (x),  f"  (x),  .  .  .,  /f"'  (íc),  e  se  estas  deri- 
vadas forem  Jinitas  em  iodos  os  pontos  do  intervallo  de  Xq  a  x,  temos 

/(»')=/K)+(=«-^o)/' w+^^^/"(*)+- .  •+^''(,7_!°i)7V"'-"K)+R». 

onde 

6  representando  uma  quantidade  comprehendida  entre  zero  e  a  unidade. 
Para  demonstrar  este  theorema,  basta  applicar  ás  funcções 

']>  (z)  =  (x-  z)'" 
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a  fórmula  conhecida  (n."  64—4.") 

?  (jg)  -  •■?  (a^o)  _  i  [a^o  +  6  (g  -  a^o)] 

notando  para  isso,  que  '^'(2)  é  dada  pela  egualdade 


{x-  g)"-* 

"(71-1)! 


?'(^)=-fcV/'"'(^)- 


A  fórmula  que  vimos  de  demonstrar  é  conhecida  pelo  nome  de  fói-mula  de  Taylor,  e  a 
respeito  d'ella  faremos  as  seguintes  observações: 

1.^  Pondo  o;  — Xq  =  /í,,  a  fórmula  mencionada  pôde  ser  escripta  debaixo  da  forma  seguinte 

onde 

2.*  A  R„  chama-se  resto  da  serie  de  Taylor.  Da  expressão   d'este  resto  que  vimos  de 
achar,  e  que  é  devida  a  Schlõmilch  (*),  deduz-se,  pondo  m  =  n,  a  fórmula 


R,, 


'.=^-?^/""[^o+e(a'-=ro)]  =  ^/""('^o+«A), 


n!       '      u  „        ,  >,-j       jj 


devida  a  Lagrange;  e,  pondo  »i  =  l,  a  fórmula 

devida  a  Cauchy. 

3.*  Se  Rfl  tender  para  zero,  quando  n  tende  para  o  infinito,  a  funeção  /(a;)  pôde  ser 
desenvolvida  em  serie  convergente,  ordenada  segundo  as  potencias  de  x  —  a;,,,  por  meio  da 
fórmula 

/(«^)=/(^oH(^-«'o)/'K)+- •  .  +  -^*^/<-' K)-K  . . 


(')  Journal  de  Liouville,  2.»  serie,  tom.  iii. 
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4/  Se  na  fórmula  de  Taylor  pozermos  Xq  =  0,  vem  a  fórmula 


f{x)  =/(0)  +xf  (0)  +  ^/"  (0)  +  . .  .-f  — ^^^/C-')  (0)+R„, 


onde 


^"^     (n-])!m    ^     ^'"''' 

conhecida  jjelo  nome  de  fórmula  de  Maclaurin. 
5.*  Se  tiver  logar  o  desenvolvimento  em  serie 

/  (a?)  =  Ao  +  A,  (a;  -  .Tp)  +  Aa  (o;  -  «0)2  + . . .  +  A„  (.-c  -  Ko)"  + . . . 
e  as  ftmcções  f(x),  f  (x),   . . . ,  /("'  (o;)  forem  continuas  no  j>onto  x^^,  será 

^^ ^~' 

Para  demonstrar  este  theorema,  notemos  primeiro  que,  ponde  x  =  Xf^^  vem  Ao=/(a;o). 
Notemos  em  segundo  logar  que,  pondo  x  —  x^^  =  h,  temos 

f{Xo  +  h)  -fix,)  =  A,Ã  +  A2/í2  + .  .  . , 

d'onde  se  deduz 

f(x„  +  6h)  =  Ai  +  A2h  +  ..., 
e  portanto 

A,=/'(a-o). 

Para  completar  a  demonstração  do  theorema,  basta  notar  que,  se  for  verdadeiro  para  o 
coeficiente  A„,  ainda  é  verdadeiro  para  o  coeficiente  Aa+i-  Com  effeito,  temos 

f(x,  +  h)  =f(x,)  +  hf  (X,)  +...  +  -^/•(-)  (x) 


e  portanto 


ai 


(^iy;/<"+'»  (^0  +  ^h)  =  A.+,  +  Aa+,  h  +  ..., 


d'onde  se  tira,  fazendo  tender  h  para  zero, 
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6.°  Quem  primeiro  applicou  o  Calculo  differencial  ao  desenvolvimento  das  funcções  em 
serie  foi  João  Bernoiílii,  que  deu  em  1694,  nas  Acta  erudifonim,  uma  fórmula  muito  geral 
para  esse  fim,  em  cujos  termos  figuram  as  derivadas  da  funcção  dada.  Alguns  annos  mais 
tarde,  em  1715,  Taylor  appresentou  no  seu  Methodus  incrementorum  a  serie  que  vimos  de 
obter,  a  qual  s<'i  ditfere  pela  forma  da  que  anteriormente  tinha  dado  Bernoulli.  Lagrange, 
que  se  occupou  muito  desta  importante  serie,  deu  na  sua  célebre  Théorie  des  fonctions 
analt/tiques  a  expressão  do  resto  precedentemente  demonstrada,  e  abriu  assim  o  caminho 
ao  estudo  das  condições  para  que  aquella  serie  possa  ser  applicada  a  uma  funcção  dada,  o 
qual  foi  feito  em  seguida  por  Cauchy,  empregando  esta  expressão  e  ainda  outra,  anterior- 
mente mencionada,  que  publicou  pela  primeira  vez  no  tomo  i  dos  seus  Exercices  de  mathe- 
matiqties. 

As  duas  expi-essões  do  resto  que  vimos  de  mencionar,  só  em  poucos  casos  permittem 
reconhecer  se  a  serie  converge  para  a  funcção  dada,  por  ser  em  geral  complicada  a  expressão 
da  deriv.jda  de  ordem  n  que  n'ellas  entra.  Porisso  Cauchy  procurou  tirar  as  condições  desta 
convergência  directamente  da  natureza  da  funcção  considerada  por  um  methodo  que  será 
exposto  em  outro  logar  d'esta  obra. 

Para  o  estudo  dos  principaes  modos  de  demonstrar  e  considerar  a  fórmula  de  Taylor  que 
têem  sido  empregados  até  hoje,  veja-se  o  nosso  trabalho  Sobre  o  desenvolvimento  das  funcções 
em  serie,  publicado  nas  Memorias  da  Academia  Real  das,  Sciencias  de  Madrid  (tom.  xviii, 
1897)  («). 

114.  O  theorema  demonstrado  no  numero  precedente  é  um  corollario  do  seguinte,  que  nos 
limitamos  a  enunciar  (^): 

Se  as  funcções  f(x)  e  F(x)  admittirem  as  derivadas  f'(x),  f"{x),  ...,/'"' (a'),  F'(a;), 
F"  (x),  .  .  .,  F'"''(íc)^  e  estas  derivadas  forem  finitas  em  todos  os  pontos  do  intervalh  de  x^  a  x, 
teremos  a  relação 

m-f{^o)-(^-^o)f'(^o)-^^f"  w---  -'^p^'/'''  w 

F{x)-F{x,)-ix-x,)F'{x,)-^-^'-^F"(x,)-...-^-^^F^^>{x,) 
^_loi FC^+Ola-.l-J-       -4-  ^  "-' F'"'-^)  (a;  1  +  RL 


(')  Transcripta  no  tom.  i,  j>ag.  1,  das  nossas  Obras  tohre  Mathematica. 

(')  Este  theorema  é  extrahido  do  nosso  artigo  Stir  une  formule  d'Analyse,  publicado  nas  Ximvelles  Atwalea 
de  Mathrmatiques  (Paris,  3.'  serie,  tom.  v),  onde  se  pôde  ver  a  respectiva  demonstração.  Encontra-sc  este 
artigo  no  tom.  ii  das  nossas  Obras  sobre  Mathematica. 
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onde 

se  o  denominador  do  segundo  membro  se  conservar  differente  de  zero,  quando  6  varia   desde  O 
até  1. 

Para  deduzir  d'este  tlieorema  o  de  Tayior,  basta  pôr 

F  (a;)  =  (a;  —  x^)"^,  k=m  —  l,  l=n—l. 
115.      Considereraas  agora  a  funcção  de  duas  variáveis  independentes 

para  estender  a  estas  funcções  a  fórmula  de  Taylor. 
Pondo 

Xf,  +  t  [X  —  Xq)  =  u,  i/o+t(y  —yg)  =  v,     cp  (í)  =f{u,  v)  =/  [x^  -\-t{x  —  x^),  y^  + 1  tjj  —  y„)] 

e  applicando  a  fórmula  de  Maclaurin  a  esta  funcção  de  t,  vem 

411—1 

'■?  it)=  ?  (0) +<?'  (0)  +  . . .+  ^^^-jj^  'í'-') (0)  -f  R,„ 

(n — l)!7tt     '  ' 

Os  coefficientes  de  í  que  entram  nVsta  fórmula,  são  dados  pelas  egualdades 


que,  pondo  <  =  O,  dão 


-/(0)=3í^(-.,)'+2^t|*>(.-..K.-,.)+^li^'í.-tf. 


S-roCá'0  ^i^ 
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Para  achar  -f ''*  (í),  pôde  empregar-se  o  methodo  usado  no    n."  lOõ-II  para  resolver  unia 
questão  análoga,  ou  a  fórmula  symbolica  demonstrada  no  n."  110,  que  dá 


e  portanto 


onde  é 


Uí=Xo  +  0(x—  Zfl)  t,  vi  =  7/^,  +  (l{y  —  !/o)  *■ 
Pondo  agora  nas  fórmulas  precedentes  í  =  1 ,  vem  a  seguinte : 

que  tem  os  mesmos  usos  que  a  fórmula  de  Taylor.    O  methodo  que  vem  de  ser  empregado 
para  a  deduzir  é  devido  a  Caucliy. 

Deve  observar-se  que,  por  ser  baseada  a  doutrina  precedente  nos  theoremas  dos  n."^  69 
e  113,  deve  impôr-se  á  funcção/(!(,  v)  a  condição  de  admittir  derivadas  parciaes  relativas  a 
M  e  V,  até  á  ordem  n,  continuas  nos  intervallos  de  ti  =  XQ  a  u  =  x  e  de  v—y^^  a  v  =  y. 


CAPITULO  V      . 

Api>llcaçoes  analytlcas  da  fórmula  tio  Tayloi- 


Desenvolvimento  eui  serie  do  l)inoinio  e  de  algiiuias  funcções  algébricas 

116.     Consideremos  em  primeiro  logar  o  binómio 

onde  h  representa  uma  quantidade  real  qualquer. 
Temos 

y  =  /c(i+ajy-', 

y"  =  Â-(/c-l)(l+.T/-2, 

2/0)  = /c  (;t  _  1 ) . .  .  (Z;  _  ,í  +  1)  (1 -f  a;)'-"  ; 
e  portanto 

//o  =hy,-h  .-.,  y'r'^  =  k (k - 1) ...(/,_„  +  2). 

Logo,  applicando  a  fórmula  de  Maclaurin  eoui  a  expressão  do  resto  de  Caucliy,  virá 

_  kik-i)...(k-n  +  i)    /i-e\  "-^ 

1)  Supponhamos  primeiro  que  o  valor  absoluto  de  £c  é  inferior  á  unidade. 

PP 
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Por  ser  a  razào  dos  dois  termos  consecutivos  de  ordem  n  —  1  e  n  —  2  da  serie 

V     /.•(/c-l)...(/.-n  +  l)^„ 
„=2  (n  — 1)! 

egual  a  ( — ^—- — 1  I  x,  esta  razão   tende  para   o  limite  — x,  cujo  valor  absoluto   é  inferior  á 

unidade,  quando  n  tende  para  o  infinito;  e,  portanto,  esta  serie   é  (n."  22-III)  convergente. 
Logo  o  seu  termo  geral 

h{k  —  l)...(h  —  n  +  \) 

tende  para  O,  quando  n  tende  para  o  infinito.    Cumo  porém  esta  quantidade  coincide  com  o 

producto  dos  dois  primeiros  factores  da  expressão  do  resto  E,,;,  e  como  além  d'isso  o  factor 

j  l  —  O  Y'-i 
(1  -{-(lxy'~^  é  finito  e  o  factor  I  I        é  inferior  á  unidade,  este  resto  tende  também  para 

O,  e  temos  a  fórmula,  descoberta  por  Newton : 

a+.).=i+;^+^iJ  .»+...+  '■("-"■  ;f-+'>^+... 

2)  Se  o  valor  absoluto  de  x  for  superior  á  unidade,   a  serie  precedente  é  divergente,  e 
esta  egualdade  não  tem  logar.  Com  eífeito,  a  razào  de  dois  termos  consecutivos,  isto  é, 

h  —  a+l        (k+l       A 
X  — íjx. 


tende  para  um  limite  — Xj,  cujo  valor  absoluto  é  superior  á  unidade,  quando  n  tende  para  o 
infinito  (n.°  22-III). 

117.  Do  desenvolvimento  em  serie  do  binómio,  que  vimos  de  obter,  pôde  tirar-se  o 
desenvolvimento  em  serie  de  muitas  outras  funcções. 

Assim,  suppondo  f(x)  uma  funcção  racional  de  x,  em  que  o  grau  de  x  no  numerador  seja 
inferior  ao  grau  de  x  no  denominador,  da  egualdade  (n.''  42) 

f(  ■)—  ?*^^^  —  <'o  +  "i»+- •  •+«»»ic"' 
(Jj(£c)         pQ+p^x->^. .  .+ptx' 

—  y      ^     _  V  /_  1  y.-  A  (l—l 
~~(x-af     ~^       '    a     \         i 

tira-se  o  desenvolvimento  em  serie 

f{x)  =  Áo+Aix  +  A.2X--ir..., 


onde  é 


Ao^^(-if^,...,K^^(-iyQ- 


,k^r" 


n  qual  tem  logar  quando  o  valor  absoluto  de  x  é  inferior  ao  menor  dos  valores  absolutos  das 
quantidades  designadas  por  «(*). 

Convém  notar  que,  para  obter  os  coefficientes  Aq,  A\,  A2,  etc.  da  serie  que  vem  de  ser 
considerada,  não  é  necessário  conhecer  as  raizes  da  equação  'l>(x)  =  0,  pois  que  podem  ser 
obtidos  directamente,  derivando  a  fracção  dada,  ou  por  meio  das  relações  que  resultam  da 
egualdade 

a^  +  atx  +  . .  .-{-a,„x"^  =  (pQ+p^x  +  . .  .+2^iX')(AQ->r  Aia;  + Aaíc--!-. .  .)i 

effectuando  a  multiplicação  indicada  no  segundo  membi'0.  ordenando  o  resultado  segundo  as 
potencias  de  a;  e  egualando  os  coefficientes  das  mesmas  potencias  de  x  nos  dois  membros. 
Vêem,  com  eflFeito,  d'este  modo  a  relação 

a„=2}nA„+piAit-i+..  .+p„Á,,, 

onde  «,„  I  I  =  O,  0,1,4-2  =  0,  ...,  a  qual  tem  logar  quando  n<i,  e  a  relação 

O  =Pq  A„  +pi  A„_i  +  ...  +  pi  A„_„ 

a  qual  tem  logar  quando  n^O  poi'  meio  das  quaes  se  calculam  successivamente  os  coeffi- 
cientes Ag,  Ai,  A-2,  etc. 

Vê-se  pelo  que  precede  que  os  coefficientes  do  desenvolvimento  procurado,  a  partir  de 
A,,  estão  ligados  com  os  t  anteriores  por  uma  relação  linear  homogénea.  As  series  cujos 
termos  satisfazem  a  esta  condição,  dizem-se  recorrentes.  Foram  estudadas  por  Moivre  na  sua 
Miscídlanea  anali/lica,  e  depois  por  Euler,  Lagrange,  etc.  Podem  ver-se  diversos  modos  de 
calcular  os  seus  coefficientes  e  a  sua  relação  com  uma  classe  importante  de  funcções  syme- 
tricas  em  um  trabalho  que  publicámos  em  1904  no  Giornale  di  Matematiche  (Napoli, 
tom.  XLii)(*). 

1\H.     Desenvolvamos  agora  a  funcção 

y  =  {í  —  2ux-\-u-)    - 
em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  u. 


(')  Supiiomos  por  ag;oi:i  (|iie  todas  as  raizes  dei(a:)  =  0  são  rcacs.  .\diante  veremos  porém  que  o  desen- 
volvimento considerado  ainda  tem  logar  quando  alguma  destas  raizes  sào  imaginarias,  se  o  valor  absoluto 
do  oc  é  inferior  ao  valor  aljsoluto  do  todas  as  raizes  reaes  e  ao  modulo  das  imaginarias. 

(')   Ohras  sobre  Malhematica,  tom   11. 
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Pondo  esta  funcçào  debaixo  da  forma 

?/=(?(  — III)  [U Ui) 


onde  v-i  e  11-2  representam  as  raizes  da  equação 

u^  —  2tix+l=0, 

vê-se  que  um  dos  casos  em  que  ella  é  susceptível  de  ser  desenvolvida  em  serie  convergente 
ordenada  segundo  as  potencias  de  u,  é  quando  m  e  íí2  são  reaes  e  o  valor  absoluto  de  u  é 
inferior  ao  de  ?íi  e  M2('). 

Em  todos  os  casos  em  que  y  é  susceptível  de  ser  desenvolvida  em  serie  ordenada  segundo 
as  potencias  de  u,  o  desenvolvimento  é  da  forma 

^  =  Xo+Xím+X2«*+...-}-Xa.m^  +  ..., 

onde  Xq,  Xi,  etc.  representam  funcções  de  x,  que  vamos  determinar. 
Por  ser  (n.«  lOõ-W) 


y 


(t)  =  I 


'''(-t)(-t-^)---(-t^^'^^)(-^"^+^")'^^^""* 


a!p!2P 


_^  3  fc!1.3.5..   (2i-i)(x-urf'+i 

onde 


teremos,  representando  m  o  maior  inteiro  contido  em  — - 


^!        p=o^       ^  {k-2?)l^]2? 


(')  Veremos  adiante  que  o  desenvolvimento  considerado  ainda  tem  legar  quando,  ui  e  «j  sendo  imagi- 
nários,  I  !'  1   é  inferior  a   |  !'i  |   e   |  jíj  |  . 
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Esta  fórmula  serve  para  calcular  os  polynomios  Xt,  conhecidos  pelo  nome  de  j)ohjnomi<jS 
de  Legendrej  por  terem  sido  estudados  por  este  geometra  eminente  em  um  trabalho  publicado 
em  1785  nas  Memorias  da  Academia  das  Sciencias  de  Paris.  Vamos  estudar  algumas  das 
suas  propriedades  mais  elementares. 

I.  Derivando  k  vezes  a  identidade 


3=0  \  P  / 


vem 


d>^(x^-lf       -    ^        .fk 


_    »    ^    ^  ^•■..(Z:-Hl)xl■3■■■(2Z:-2,3-l)x2■4.■■(2^-2^3)        . 

_    ™  3    1.3...(2Z:-2p-l)2A-^/c!         3. 

-p^o^     ^^  ?!(^--2,3)! 

Comparando  esta  egualdade  com  a  expressão  de  X/..  anteriormente  achada,  deduz-se  a 
fórmula  notável,  devida  a  Olinde  Rodrigues, 


X, 


1        d'-{x^  —  lf 


■2^ifc!  dx" 


II.  Derivando  a  funcção 


relativamente  a  u,  vem 


e  portanto 


jí=  (1  —  2?<a;-f  n-) 


y  =  (x  — m)  (1— 2ua;  +  «2)     ", 


y'  ( l  —  2ux  +  M*)  =  (x  —  ti)y. 
Derivando  agora  k  vezes  esta  equação,  temos  (n."  lOõ-II) 


y(k+i}  (1  _  2ux+u^)—ky^i-i  {2x  -  2m)  +  2  ^  ^  )  /-"  =  ?/i*i  {x  —  ti)  -  fc^/'*-". 
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e  portanto,  pondo  u  =  O, 

2,?+' '  -  (2^-  +  1 )  xy^^  +  fc*  <-"  =  0. 


2/;f' 


a 


Esta  equação,  pondo  Xí:=--^,  d 

(7c  +  1)  X/,+,  -  (2A;  +  1 )  a;  X,  +  A;  X„_,  =  0. 

Temos  assim  uma  relação  linear  recorrente  entre  três  polynomios  consecutivos  de  Legen- 
dre,  por  meio  da  qual  se  podem  formar  successivamente  estes  polynomios  a  partir  do  terceiro. 

III.  Como  a  equação  (cc-  — 1)'  =  0  tem  k  raízes  eguaes  a  +  1  e  A:  raízes  eguaes  a  —  1,  a 

equação  — —-5 ^  =  0  terá  h  ~l  raízes  eguaes  a  +1,   k  —  l  raízes   eguaes   a  —  1    e    (em 

virtude  do  theorema  de  Rolle)  uma  raiz  real  comprehendída  entre  +1  e  —  1 . 

Pela   mesma  razão,    a   equação -r^ =  0   terá   k  —  2   raízes    eguaes   a    +1,  A— 2 

raízes  eguaes  a  —  1  e  duas  raízes  deseguaes  comprehendidas  entre  +  1  e  —  1 . 

Continuando  o  mesmo  raciocínio,  conclue  se  emfim  que  a  equação  X,,  =  0  tem  k  raízes 
reaes  e  deseguaes,  comprehendidas  entre  + 1  e  —  1  (Legendre) 

IV.  Pondo  (a;-  —  1)'  =  z,  temos 

k  log  (íc-  —  1)  =  log  z, 
e,  derivando, 

(cc^— 1)  z'  —  2kxz  =  0. 

Derivando  fc-fl  vezes  esta  equação,  vem 

(a;2  -  1)  z(''-+2)  +  2  (A;  +  1)  xz'*+"  +  A;  {k  +  1)  z'")-  2k  [xzi"^^'  ^  (k  ^  1)  z^^']  =  O, 

ou,  pondo  z('''  =  2''A- !  Xfc  e  fazendo  as  reilucçSes, 

(a;2  _  1)  X;;  +  2x  X^  -  /c  (/c  +  1 )  X,  =  0. 

4 

Os  polynomios  de  Legendre  são  pois  soluções  de  uma  equação  diferencial  linear  de  segunda 
ordem  (Legendre). 

V.  Da  relação  entre  três  polynomios  de  Legendre  consecutivos  (It)  vamos  tirar  o  limite 

V 

para  que  tende  a  razão     t-  ''    =  A;.- ,  quando  A-  augmenta  indefinidamente,  suppondo  |a-|>l. 
Xa..j_i 
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Dividindo  primeiramente  esta  relação  por  k  X^^j,  vem 

Consideremos  em  seguida  a  relação 

l-2aTB,-fB,B,_,=0, 

que  dt-teimina  uma  serie  de  funcções  B„,  Bi,  ets.,  dada  uma  d"ellas  Bf,,  que  supporemos  ser 
egual  a  A,,. 

Cham.indo  zi  e  Si  as  raizes  da  equação 

1— 2£CZ  +  22  =  0 

e  notando  que   é  zi-\-z-2  =  2x,  ziZi  =  l,   podemos  escrever  a  equação  precedente  debaixo  da 
forma 

Bk  Bt_,  -  {zi  +  Z2)  Bt  +  zi  3-2  =  O, 

ou 

Ba  — 24      Z{    Bt^i— zi 


Ba- — z«      Z2    B, 


*— 1  - 


Mudando  n'esta  equação  successivamente  k  %va.  k  —  1,  fc  — 2,  ^•  — 3,  . . .,  2,  1,  vem  uma 
serie  de  equações,  das  quaes  se  deduz 


Jfc  — Z2         V  Z»  /       Bq  — 22         \Z2/    Aq  —  Z^í 


Esta  egualdade  mostra  que  Ba-  tende  para  o  limite  zi,  quando  k  augmenta  indefinida- 
mente, se  é  I Z2 1  >  I  zi  I ,  e  que  tende  para  o  limite  2-2,  se  é  |  zj  |  <  |  zj  ]. 

Por  outra  parte,  se  na  equação  de  que  se  partiu  substituirmos  as  quantidades  Aa  e  Aa-_i 

por  Ba  e  Ba_i,  obtem-se  o  resultado -y^  (1— ccBa),  que  tende  para  O  quando  k  tende  para  a; 

e  vê-se  portanto  que  Aa  e  Ba  tendem  para  um  mt^smo  limite,  quando  k  tende  para  cc. 

Logo  a  razão  Aa  de  dois  polynovúos  de  Legendre  consecutivos  tenderá  para  aqueUa  das 
quantidades  x  +  /x-  —  1  e  x—  /«-  —  1  que  tiver  menor  valor  absoluto,  quando  k  augmenta 
indefinidamente. 
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II 
Desciivolviuieiíto  em  serie  de  algumas  funeções  traiiseeudentes 

119.     Exponencial.  —  Priucipiemo?  pela  exponencial  y  =  e^',  que  dá  ^l")  =  e*,    e  portanto 

<'  =  !• 

Applicando  a  fórmula  de  Maclaurin,  com  a  expressão  do  resto  de  Lagrange,  vem 


X-     ,  x"~'       .  _         „         X" 


2:  {n — 1); 


-e 


ílx. 


Suppondo  X  comprehendido  entre  os  dois  inteiros  m  e  «i-rl,  o  resto  R„  é  o  producto  dos 
três  factores 


tft  ÍL  (V  íj^. 


m\'  vi-\-l   m-]r  2    ' '  n 

X 

dos  quaes  o  primeiro  e  o  terceiro  são  finitos,  e  o  segundo,  por  ser  menor   do  que  — ,   tende 

para  zero,  quando  n  tende  para  o  infinito.  Logo  R„  tende  também  para  O,  e  temos  o  desen- 
volvimento em  serie,  descoberto  por  Newton, 

(1)  e'=l+x+^+...  +  ^  +  ..., 

que  tem  logar  qualquer  que  seja  o  valor  de  x. 

I.  Se  X  for  positivo  e  menor  do  que  «i+l,  temos 


K,, 


w!       (n  +  1)!   '  •••^  nl  L     '  «+1    '  (m+l)^ 
e  portanto,  sommándo  a  progressão  que  entra  no  segundo  membro, 

Ji !  (n  -J-  1  —  X) 
Se  X  for  negativo  e  inferior,  em  valor  al)ío]uto,  a  »  +  1 ,  temos  (n."  22-YII) 

I  •-/> '" 
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Por  meio  d'estas  fórmulas  calcula-se  uiu  limite  superior  do  erro  que  se  commette,  quando 
se  toma  para  valor  de  e^  a  somma  dos  n  primeiros  termos  do  seu  desenvolvimento. 

II.  Pondo  na  fórmula  (1)  x  =  0,  vem 

Por  esta  serie  calcula-se  o  valor  de  e  mais  rapidamente  do  que  pelo  processo  indicado  no 

n."  30. 

m 

Este  numero  e  é  irracional.  Com  effeito,  se  e  fosse  egual  a  uma  fracção  — ,  teríamos 

n  21  n! 


e  portanto 


n  2!  m!       {n  +  l)l^(n  +  2)l^ 


on 


ou 


n  2 !  íi!        n !  i 


(„_l)!„,_2(n!)-...-l<— ; 

e  portanto   o  numero  inteiro  positivo,   que   o  primeiro  membro  d'esta  egualdade  representa, 
seria  menor  do  que  uma  fracçrio,  o  que  é  absurdo. 

Lambert  demonstrou  que  todas  as  potencias  inteiras  de  e  são  irracionaes,  e  modernamente 
Hermito  demonstrou  que  este  numero  é  transcendente,  isto  é,  que  não  pôde  ser  raiz  de  uma 
equação  algébrica  com  coefficientes  racionaes  ('). 

120.     Logariihmo  de  {l-\-x). — Consideremos  agora  a  funcção  y  =  log(l+^)- 


(')  Comples  rendus  de  VAcadémie  des  Sciencea  de  Paris,  tom.  lsxvii.  Veja-se  também  no  tom.  c.wi  uma 
demonstração  muito  elementar  da  mesma  proposição,  devida  a  Hurwitz. 


GG 


250 


Por  ser 

?/(")  =  (—  í)«-i  (n  _  1) !  (1  -I-  a;)-", 
a  fórmula  de  Maclaurin  dá,  empregando  a  expressão  do  resto  de  Cauchy, 

_     ..  _,  (i-ô)"-'£c«_         ,       1    {i  —  ey-^ 
"~^"~  "'   •  {í+dxy   -^-^y    ^"i+ex\T+ex)    ' 

1)  Se  X  estiver  comprehendido   entre  +1   e  —  1 ,    a  fracção  —    é   finita,   a  fracção 

n— 1 


\l  +  dx/ 


é  menor  do  que  a  unidade  e  x"  tende  para  zero,  quando  n  tende  para  o  infinito. 


Logo  E„  tem  por  limite  zero,  quando  n  augmenta  indefinidamente,  e  a  funcção  proposta  pôde 
ser  desenvolvida  em  serie  pela  seguinte  fórmula,  publicada  em  16G8  por  Mercator  na  sua 
Logarithmotecknica : 

\og{l+x)  =  x-  —  +  — ...±  — H 

E  fácil  ver,   empregando  a  expressão   do  resto   de   Lagrange,   que   esta  fórmula  ainda 
subsiste  quando  a;  =  1 . 

2)  Se  o  valor  absoluto  de  x  for  superior  ;i  unidade,  esta  serie  é  divergente  (n.°  22-III), 

visto  que  a  razão  dos  dois  termos  consecutivos e tende  para  o  limite  x,   quando   a 

^  a+1        (i 

tende  para  co.  Também  é  divergente  quando  x  =  —  l. 

I.  Da  fórmula  precedente  deduz-se  outra,  adoptada  ao  calculo  dos  logarithmos  dos  nú- 
meros inteiros.  Ponhamos  para  isso 

P  +  1 

p        l-\-x 
q         1  — x 


o  que  dá 


6  portanto 


\ogp  —  Iogg'=log(l  +0;)  — log(l  — x) 
à  O  n 


p-g   I    1  (P 
Lp-\-q       3  \p 


onde  11  é  impar. 
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Esta  serie  é  tcanto  mais  convergente  quando  menor  for^  —  q  e  maior  for  í^  +  jf,  e  serve 
para  calcular  log^J^  quando  logg"  é  conhecido.  Pondo  2'=1,  dá  imuiediatamente  logjj. 

O  erro  que  se  eommette  parando  no  termo  de  grau  n  —  2  d'esta  serie  é  inferior  á  soinina 
da  progressão 


l(S)"['+(^-?^'^'+^^-=-'^" 


'  +  ?/        \i>  +  2/ 
isto  é,  ao  numero 

2npq[p  +  qf-^ 

Vil.     Funcções  circulares.  —  I.    Consideremos   a   funcção   ij  =  senx.   Temos,   applicando 
a  fórmula  de  Maclaurin, 

sena,=  x-^  +  -^-...±^— ^  +  — sen(^ea.+«2- 

fix-\-n—\  é  finito  e  —  j  tende  para  zero,  (juando  a  augmenta  in- 

uciiiiiuameijn:-, 

sena,  =  a,---+...±^^^-^+..., 
qualquer  que  seja  x. 

II.  Do  mesmo  modo  se  acha  o  desenvolvimento  em  serie  de  cos  se; 


cosa;=  1 


X 


,.2a 


■2' 


4!       ■•■-(2a)!+" 


As  funcções  sen  a;  e  cosa?  appareceram  pela  primeira  vez  na  Trigonometria,  e  ahi  foram 
obtidas  geometricamente  as  suas  propriedades.  Definindo  estas  funcções  pelas  series  prece- 
dentes, descobertas  por  Newton,  pôde  constittiir-se  analyticamente  toda  a  sua  theoria  ('). 

III.  Applicando  finalmente  a  fórmula  de  Maclaurin  á  funcção  3/= are  tanga?^  vem  (n."  106), 
considerando  o  valor  de  y  comprehendido   entre  — ^  e  -^, 

arctang£e  =  a; — +  ~ . .  .  + r-  +  R„, 

o         o  n  —  1 

R„=  {—  1)"~'  -^^  sen"  c5  sen  tk^, 
n  '  ' 


(')  Tanneiy:  Introdudion  à  la  ih,-.n-:<'  ile.tfonclions,  188C,  pag.  153.  — Godefroy:  Tlulorie  ãémentairc  des 
séries,  1903,  pag.  149. 

« 
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onde  ç;  é  dado  pela  egualdade  6a;=eotç.  Logo,  quando  \x\  é  egiial  ou  inferioi'  á  unidade, 
R„  tende  para  zero,  quando  n  tende  para  o  infinito,  e  temos  o  desenvolvimento,  descoberto 
por  J.  Gregory, 

x^    ,    x^  .    x"  


Se  é  I  íc  ]  >  1  a  serie  precedente  é  divergente. 

É  um  corollario  da  fórmula  precedente  a  seguinte  expressão  de 


7^_ L-i-J_ L__L 

4  ~  3    '    5  ~  7        9 


III 

Int(M"pola(;ão 

122.  O  fim  da  interpolaÇcão  é  procurar  uma  funeçào/(a;)  que,  quando  a  a;  se  dão  os 
valores  .ri,  0:2,  xz,  , .  .,  sc^,  tome  valores  1/1,  y-2,  •  •  -,  í/*  dados. 

Este  problema  é  indeterminado,  quando  se  não  dá  a  forma  da  funcção.  Aqui  supporemos 
que  se  quer  que  a  funcção  _/" (a;)  seja  inteira  e  do  grau  Ic  —  1,  e  n'este  caso  satisfaz  evidente- 
mente ao  problema  a  funcção  dada  pela  fórmula  seguinte,  devida  a  Lagrange : 

(X  —  Xi){x  —  X3)...(x—X,) 
t  (X)  = r ; r  Vi 

(Xi  —  x-2){xi  —  X3)...[a;i—XiJ 
(x  —  x^)  (X  —  X3)...(x  —  gfc) 

(Xi  —  Xl)  {Xi—003)...  (OCi  —Xk)  ^ 

I 

I 

(x  —  a;i)  (x  —  Xi)...(x  —  Xk-i) 
(Xk  —  aji)  (ajfc  —  Xi)..  .  {Xk  —Xk-i) 


yk. 


Emprega-se  também  muitas  vezes,  para  resolver  o  mesmo  problema,  o  methodo  seguinte, 
devido  a  Kewton. 
Pon!ia-se 

f(x)  =  A-^B{x  —  xi)-irC(x  —  xi)(x~xi)-\-. . . 

+  M  (a;  —  Xl)  (x  —  Xi). .  .{x  —  X|;_^) 

e  determinem-se  os  coefficientes  A,  B,  C,  . . .,  M  de  modo  que  y  tome  os  valores  j^i,  1/2,  .  . ., 
yu,  quando  x  toma  os  valores  xi,  x-2,  . .  .,  a,v. 
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Temos  primeiramente,  pondo  x  =  X{,  A=?/i.  Pondo  depois  x  =  xz,  vem  a  egualdade 

yi=yi+B  (xi  —  xi), 
que  determina  B.  A  egualdade 

1J3  =  1/1  -^B(x3—xi)-rC  (X3  —  xi)  (ars  —  x^) 

determina  depois  C.    Continuando  do  mesmo  modo,  determinam-se   todos  os  coeffieientes  da 
fórmula  anterior. 

As  expressíjes  anaiyticas  d'«stes  ooeffit-ientes  em  funccào  de  xi,  x-i^  etc.  e  de  ?/i,  yo,  etc. 
foram  dadas  por  Ampere  em  um  trabalho  publicado  no  tomo  xvi  dos  Annales  de  Gergonne. 

I.  Para  o  caso  particular  em  que  temos 

£C2  —  Xi  =X3  —  a.'-2  =  .  .  .  =Xii  —  Xi;_i  =  li 

deu  Newton  uma  fórmula  notável,  que  vamos  demonstrar. 

Representemos,  como  no  n."  111,   por   A/(a;)  o  augmento  que  recebe  f(x),  por  A-/(x) 
o  augmento  que  recebe  ^f(x),  etc,  quando  x  recebe  o  augmento  Ji;  temos 

f(Xi-{-h)=f(Xi)+\f(Xi), 

f  {Xi  +  h)  =/(a!i)  +  2^f{Xi)  +  A2/(a;i), 

f{xi  +  3^)  =/(a;,)  +  3A/(a^0  +  3AV(a^i)  +  ^YC^^i), 


Obtem-se  d'este  modo,  por  inducção,  a  fórmula  geral 


f{xi-\-nh)=f{x^)+n^f{xi)  +  ^'^~^^^f{x,) 


1.2.3 

que  se  demonstra  por  um  raethodo  análogo  ao  que   foi   empregado   no   n."  105-11   em    uma 
questão  semelhante. 

Pondo  agora  n'esta  relação  xi-\-nh  =  x,  vem  a  fórmula  de  Newton 

^  (^_:ri){x-Xi){x-X3)  ^ 

1.2. 3 A»  ^^'''>  •  •••' 
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que  pretendíamos  obter.  Foi  cVesta  fórmula  que  Taylor  partiu  para  achar  a  serie  conhecida 
pelo  seu  nome. 

II.  A  doutrina  precedente  applica-se  ao  calculo  approximado  dos  valores  que  tem  uma 
funcçãoF  (x),  em  um  ponto  qualquer  Xj,  quando  se  conhecem  os  valores 3/1,  y^,  .  . .,  yi;,  que  esta 
íuncção  tem  nos  pontos  jcí,  x-2,  .  .  .,  Xk. 

Com  effeito,  a  diíFerença  F (x) — f{x)  devendo  ser  nulla  nos  pontos  xi,  Xi,  .  .  .,  x/;,  temos 

F  {x)  —f(x)  =  K  (íc  —  ai)  {x  —  xi) .  .  .{x  —  x^). 
Consideremos  agora  a  funcção 

Cp  (2)  =  F  (z)  —f(z)  —K{z  —  xi)...(s  —  a;/;), 

a  qual  se  annulla  nos  pontos  xi,  x-z,  .  .  ■ ,  «;,,,  x^  e  supponhamds  que  as  funcções/(.í;),  /'  (z),  .  . . , 
yW  (z)  sSLo  finitas  no  intervallo  comprehendido  entre  o  maior  M  e  o  menor  m  d'estes  números. 
A  derivada  o' {z)  deve  annullar-se  em  />•  pontos,  comprèhendidos  entre  ?n  e  M,  a  derivada  '■?"(«) 
em  k—í  pontos,  comprèhendidos  entre  os  precedentes,  etc.  Vê-se  finalmente  que  ísC'' (z)  se 
deve  annullar  em  um  ponto  X,  comprehendido  entre  ?n  e  M.  ííotando  agora  que  /('•'  (z)==0, 
por  ser  egual  a  ^  — 1  o  gi'au  de /(z),  podemos  escrever 

cpC)  (X)  =  FC)  (X)  -  /^ !  K  =  O, 
e  por  anto 

1 


F 


(«)=/(»;) +  ^Fi*)(X)  (x-xt){x-x.z)...  (x-x,). 


Vê-se  pois  que  o  polynoraio  /"(a;),  precedentemente  determinado,  tende  para  F  (ce),  quando 
k  tende  para   cc,  no  caso  do  a  exprc^ssàio 

IL,.=~Fi''^(X.){x-xi){x-x.2)  .    .  (x-xi,), 

que  se  chama  7-esfo_.  tender  para  0. 

O  methodo  para  o  calculo  approximado  das  quantidades  que  vem  de  ser  considerado,  foi 
dado  por  Newton  no  seu  Mdhodus  differeniialis,  publicado  em  1711,  e  applicado  por  este 
grande  geometra  ao  calculo  das  áreas  planas.  A  expressão  do  resto  que  vem  de  ver-se  foi 
dada  por  Ampere  no  trabalho  precedentemente  mencionado.  Mais  tarde  será  dada  outra, 
devida  a  Hermite. 

Quando  a  escolha  dos  números  xi,  x^,   ...,  a-/,^   que  entram    na  questão  considerada,    se 

poder  fazer  de  um  modo   arbitrário,    convém  dar-lh<  s    os    valores  Aços  -^,  h  cos  -7^,    .  .  ., 

(2k—l)z 
hcoa- ^ —     [^'  6  —  ^'  representando  os  valores  entre  os  quaes  varia  .tj,  para  obter  os  re-sul- 
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tados  mais  rapidamente  convergentes.  Pôde  ver-se  a  demonstração  d'esta  proposição,  devida 
a  Tehebicheff,  no  Calcul  dijferentiel  de  Bertraiid,  e  podem  ver-se  outras  vantagens  do  emprego 
d'estes  números  na  nossa  memoria  sobre  a  convergência  da  fórmula  de  interpolação  de 
Lagrange,  publicada  no  tomo  cxxvi  do  Jornal  de  Crelle(^). 

123.  Consideremos  agora  o  caso  mais  geral  de  serem  dados  os  valores  que  tomam  a 
funcção  f{x)  e  suas  derivadas,  quando  á  variável  x  se  dão  valores  particulares. 

Sejam  xi,  x^,  .  . . ,  cci  os  valores  dados  a  a;^  e  sejam  os  valores  correspondentes  da  funcção 
e  suas  derivadas  os  seguintes : 


i/l,  ;n,  ■ 

('J.-1 

•■,2/1 

Vh  Vu  •  ■ 

•1  ]/' 

Vk,  y'k,  ' . 

•,yl 

Ponhamos  (^) 
e  (n.o  42-1) 


fi  (x) ={x— xiy ..  .{x—Xi)K.  .{x— XkY' 


flix)        iZllx—Xi        (X—Xi)^       '"       (x—Xi)?J 


onde  Mi,  Ma,  .  . . ,  M3  são  os  coefficientes  de  h?  ^,  h^  ^,    . . . ,  h^  no  quociente    ^     ' — =--. 

Jii^^i  +  n) 

Por  outra  parte,   representando  por  A),  A-2,   ...,   A^;    ...;  Bi,   Bj,    ...,   B^;    ...  os 
numeradores  das  fracções  simples  em  que  se  decompõe  a  fracção  -j — r,  temos 

/l  (X)  X—Xl    ^{x-Xi)^^"'^[X  —  Xlf 

+ 


x  —  Xi       (x-Xiy-          ■      (35  — ar,-)? 
+ 

x-xt      (x-xtf      ■"      (x-x^y^' 


(1)  Obras  sobre  Maihematica,  t.  i. 

(')  A  analyse  que  segue  é  tirada  do  nosso  artigo  Sur  une  formule  d'interpolalion,  publicado  iias  Memorias 
da  Sociedade  Real  das  Sciencias  de  Lihge  (2.*  serie,  tom.  x). 
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Pondo  x  =  Xi-\-h,  multiplicando  por  h^  e  ordenando  segando  as  potencias  de  k^  vem 
h^f(xi  +  h)       „    r   ■--    1  í  1 

+  B.>  [  h^~\f  (x.)  +  A^- V'  (a^O  +  Y  'í^f "  (a;.)  +  •  •  •  J 

t 

onde  o  termo  KA?  contem  as  potencias  de  h,  eguaes  e  superioresa  ji,  que  resultam  dos  termos 

Aih?fixi  +  h)    Aih?f{xi+h)     ^ 
a',  —  xi^-  II        [Xi  —  xi-r-n)- 

da  funcção  considerada  em  que  não  entram  Bi,  Bj, ,  B^. 

Temos  pois 

lU  =  B,fix,)  +  B,f'(x,)  +  . .  .  +  -_L__B?/(M)(x,), 

M^  =  B^/(a;0; 
e  portanto 

*  if   Bi  B-i  Bj     "1 

^r  B^    ^3_         ^ 1  . 


+  . 

+  (?-!)!     x-xr 
Esta  fórmula  dá  uma  fnneção  inteira  do  grau  a +?.+  ■••+'•— 1,  que  resolve  a  questão 


Vi  i 
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proposta.  Vê-se  que,  para  a  applicar,  é  necessário  decompor   em  fracções  simples   a  fracção 

1 

fi{^)' 

A  questão  de  que  vinios  de  nos  occupar  foi  considerada  por  Hermite  no  tomo  LXXXiv  do 

Jornal  de  Crelle,  onde  deu  as  condições  para  que  unia  funcção  dada  possa  ser  representada 

por  f{x)  com  um  grau  de  approximação  tanto  maior,  quanto  maior  forem  os  valores  de  k,  a, 

P,  etc.  Estas  condições  serão  consideradas  em  outro  logar  d'esta  obra. 


IV 
DeseuvolTimciito  em  serie  das  funeções  iinplieitas 

124.     A  fórmula  de  Maclaurin  applica-se  tanto  ás  funeções  explicitas  como  ás  funeções 
implicitas.  Aqui  vamos  fazer  applicação  d'ella   á  funcção  implicita  y  definida  pelas  equações 

y  =/("))  w  =  í  +  a^?i '«)  -r «-  '-pa  («)  +  •••  +  «'  tffc  (w), 

que  vamos  desenvolver  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  x. 
Derivando  a  segunda  equação  relativamente  a.  x  e  a.  t,  vem 

-^  =  tp,  (ii)  +  2a; tp2  (u)  + . .  .  +  ka:^-^  v,^ (w)  +  [a;  tpi  (m)  +  x-^í(u)-\-.  .  .-\- it/''s.l (jt)]  -^ , 
e  portanto 


ou 


pondo 


Jlas 


-T—  =  -T7-  [?i  («)  +  2a;  çí  (m)  + . . .  +  Â-a,-'-'  o,, '»] 


du  du 

dx  dt ' 


e,  =  -f  1  (u)  +  2x  »j  (m)  -I- . . .  +  Ass^-í  çt  («). 


dx       du     dx'   dt        du     dt  ' 


HH 


logo  teremos 
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dx  dt 


Derivando  esta  equação  relativamente  a  x  e  a  í  e  chamando  62  a  derivada  de  61  relativa- 
mente a  X,  considerando  u  como  constante,  vem 


d'^y 


d-y  Q^  I  ^y 

dx^       dxdt  dt 


+e,-. 


02-t-oi 


(fâi     du 


du      dt 


d^-y  ^  d^y       ,    dy_    d6^     du^ 
dxdt       dt'-  ^'^  dt  '  du  '  dt  ' 


e  portanto 


d\ 
dx 


-y     'i-y  fli .  dy  r    ,      ddy  du  i 


ou 


d^-y  _^\  dt  "'' 
dx^~ 


dt 


dl 
dt 


Derivando  esta  equação  relativamente  a  x,  obtem-se  do  mesmo  modo 


^v_^!(i^+slíl^ 


dx 


dt'- 


dt 


dy_ 
dt 


h, 


e  assim  suecessivamente. 
Em  geral,  podemos  pôr 


á- 


dx"       "  dt'-^ 


sendo  A,  i,  a,  p,  etc.  números  inteiros  que  vamos  determinar. 

Para  isso,  appliquemos  a  fórmula  precedente  á  funcçào  definida  pelas  equações 


y=f(u),     M  =  í-i-x  +  a;^  +  . 


_|_-.J: 


0  que  dá 


S,  =  l  +  2x  +  ...  +  A-a^-»  =  -^,  e,  =  5,63  =  -^-,  etc; 


e  teremos 
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da;»"         dt'   \^)    VdícV    '"Vd^J   " 


Por  outra  parte,  temos  (n."  105-IV) 


d"y 


_nj dji   (duY  íd^uY 


<^"  al^l.  .  .11(21  fi^.  ..  (kl  f-  dii'   \dxj     \dx^/    '"^ 

onde  S  se  refere  ás  soluções  inteiras  e  positivas  da  equação 

a  +  2^  +  ...  +  kX  =  n 


e  onde 


í  =  ot+p+...  +  X. 


Comparando  as  duas  fórmulas  precedentes,    obtem-se    o    valor   de   A  e  os   de   a,  fi, 
Vem  pois 


d"2/ 


d'- 


dt    «2  •••"aJ 


dx»      ~^  a\^\...l\{2\f...{k\f  dt'-^ 


Pondo  agora  x  =  0  nas  fórmulas 


vem 


e  portanto 


onde 


6i  =  'f  1  (w)  +  2xcp2  (a;)  + . , .  +  &c"-»  cp;t  (m), 

«2  =  2(p2  (m)  +  2 .  3a;  <p3  (w)  +  •  ■  •  +  A;  (A:- 1)  a;'^-^  ?,,  (w), 

e  =  A; !  tfH  (m), 

ôi  =  'f ,  («),  0-2  =  2!  cp.  {u),  .  .  . ,  Ôt  =  i  !  cp,  (2í), 
9/;_l_i  =  0;..-).2  = . . .  =  0; 


a  +  2p+...  +  a  =  íí,     í  =  a  +  |3  +  ...  +  X. 
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Applicando    á   funcção   proposta   a   fórniiila    de   Maclaurin,   vem  pois    o  desenvolvimento 
pedido: 


'"-'    ÍC"    „  71  ! 


á-í  [/ (O  ('f((Or  ■.■(,?.  (<)/-] 


D'esta  fórmula,  que  publicámos  no  nosso  artigo  Sur  le  développement  ães  fonctions  impli- 
cites  {Journal  de  Mathématiques  de  LiouviUe^  5.^  serie,  tom.  vii),  tira-se,  pondo  /i;=  1,  a  fór- 
mula notável 

devida  a  Lagrange  ('),  que  dá  o  desenvolvimento  em  serie  da  funcção  y  definida  pelas  equa- 
ções 

As  condições  de  convergência  das  series  precedentes,  que  se  não  podem  tirar  da  conside- 
ração do  i-esto,  por  ser  muito  complicado,  serão  dadas  n'outra  parte  d'este  Curso. 

V 
Máximos  c  miiiiiuos  (^) 

12õ.  Diz-se  que  a  funcção  y=f{x)  é  máxima  ou  tem  um  valor  máximo  no  ponto  x  =  x\, 
quando  o  valor /(asi)  da  funcção  é  maior  do  que  os  valores  que  ella  tem  nos  pontos  visinhos 
de  £Ci ;  isto  é,  quando  existe  um  numero  /u,  tal  que  a  desegualdade 

/(a;,  +  A) -/(«■.)<  O 

seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  h  comprehendidos  entre  hi  e  — hi. 

Do  mesmo  modo,  diz  se  que  a  funcção  é  mínima  ou  tem  um  valor  minimo  no  ponto  x  =  X{, 
se  existe  um  numero  /m,  tal  que  a  desegualdade 

f{xi^h)-f{Xi)>0 

seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  h  comprehendidos  entre  hi  e  — /i|. 


(')   Oeuvres,  tom.  iii,  pag.  25. 

(2)  Foi  Fermat  o  primeiro  inventor  de  um  methodo  geral  para  determinar  ca  valores  máximos  e  mínimos 
das  funcções.  Newton  e  Leibnitz  applicaram  a  esta  questão  o  methodo  diflerencial. 
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Se  a  funcção  dada  tem  uma  derivada  finita  no  ponto  asi,  a  funeçao  cresce  eotn  x  na  visi- 
nhança  d'este  ponto,  se  o  numero  /"'  (a'i)  é  positivo,  e  decresce,  se  este,  numero  é  negativo 
(n."  G3j.  Logo,  para  que  no  ponto  x\  a  funcção  tenha  um  valor  máximo  ou  mínimo,  deve  ser 
/(a;,)=0. 

Supponliaraos  pois  que  ó  ^'  (a;i)  =  0  e  que  a  fiincçào /(se)  tem  no  ponto  xi  uma  derivada 
de  segunda  ordem  finita  e  difTerente  de  zero.  Temos  (n."'  Õ5  e  63) 

/(.T,  +  K)  -/(a;,)  =  hf  (x,  +  iih)  =  m  [/"  (a;i)  +  3i], 

onde  El  representa  uma  quantidade  infinitamente  pequena  com  /í  e  6  uma  quantidade  positiva 
menor  do  que  a  unidade.  Jías,  attendendo  a  que  z\  tende  para  O  com  h,  vê-se  que  existe  um 
numero  positivo  /m,  tal  que  a  desegualdade  |  si  |  <! /'"  (íCi)  |  é  satisfeita  pelos  valores  de  h 
comprehendidos  entre  Aj  e  — h\,  e  portanto  que /'' (a;i)  +  si  tem  o  signal  de/"(a;i)  no  inter- 
vallo  considerado.  Logo  a  desegualdade 

f{x,  f/0-/(ícO>O, 

é  satisfeita  pelos  valores  de  h  comprehendidos  entre  — lii  e  Aj,  se  o  numero/" (íci)  é  positivo, 
ou  a  desegualdade 

/(x,+A)-/(a;i)<0, 

se  o  numero  /"  {x\)  é  negativo ;  e  portanto  a  oj  =  íTi  corresponde  um  valor  minimo  de  y, 
quando/"  (ccj)  ó  positivo,  um  valor  máximo,  quando /"  («i)  é  negativo. 

Se  for/"(£ci)  =  0  e  se  a  funcção /(«)  tiver  uma  derivada  de  terceira  ordem  finita  e  diffe- 
rente  de  zero  no  ponto  Xi,  temos  a  egualdade 

/(X.  +  K)  -f{x{)  =  -i  h^f"  {X,  +  ÔA)  =  y  eh?  [/"  {Xi)  +  £2], 

onde  £2  representa  uma  quantidade  infinitamente  pequena  com  h;  e  esta  egualdade,  attendendo 
a  que  existe  um  numero  7ii,  tal  que  a  desegualdade  |  sa  |  <|/"'(ici)]  é  satisfeita  pelos  valores 
de  h  comprehendidos  entre  —  A)  e  A(,  mostra  que  o  signal  da  difierença  f(xi-\-h) — f{xi) 
muda  com  o  signal  de  h.  quando  h  varia  desde  —Ai  até  Ai.  Logo  no  ponto  Xi  a  funcção /(a;) 
não  pode  ter  valor  máximo  nem  minimo. 

Continuando  do  mesmo  modo,  obtem-se  a  regra  seguinte,  para  achar  os  valores  de  x  que 
tornam  a  funcção  y  máxima  ou  minima: 

Eesolva-se  a  equação  /'  (x)  —  Oe  substitiia-se  cada  um  dos  valores  obtidos  para  x  nas  deri- 
vadas seguintes  f"  (x)^  f"  (x),  .  .  .,  até  encontrar  uma  f^"' (x)  que  não  se  annulle.  Se  esta  deri- 
vada for  de  ordem  impar,  ao  valor  de  x  considerado  T)ão  corresponde  nem  máximo  nem  minimo; 
se  for  de  ordem  par,  ao  valor  de  x  comiderado  corresponde  um  máximo,  se  este  valor  tornar 
a  derivada  f^"^  (x)  negativa,  cor resp&iíde  um  minimo,  se'ã  tornar  positiva.  --■■ 


262 


Substituindo  depois  estes  valores  de  x  na  funcção  proposta,  obtêem-se  os  valores  máximos  e 
mínimos  procurados. 

Exemplos:   1."  Para  achar  os  valores  de  x  que  tornara  máxima  ou  minima  a  funcção 

3/  =  2ir3  — 9x2+12a;  — 4, 

temos  de  resolver  a  equayao 

y  =  6a;í-18a;+12  =  0, 

que  dá  a:'=  1  e  £c=  2, 

Substituindo  o  valor  a;=  1  na  derivada 

y"  =  l2x-  18, 

vem  um  resultado  negativo;  portanto  a  a;=  1  corresponde  um  máximo  ^=1  da  funcção  con- 
siderada. 

Substituindo  o  valor  x  =  2  na  mesma  derivada,  vem  um  resultado  positivo;  portanto  a 
a;  ^  2  corresponde  um  minimo  y  =  0. 

2.°  Achar  o  rectângulo  de  perímetro  dado  que  tem  maior  área,  e  o  rectângulo  da  área 
dada  que  tem  menor  perímetro. 

Sejam  x  e  y  o  comprimento  dos  lados  do  rectângulo  e  2  Z  o  perímetro.  Temos,  represen- 
tando por  S  a  sua  área, 

y  =  l  —  x,     ^  =  x{l  —  a;), 
e  portanto 

S'  =  Z-2x,     S"  =  -2. 

Pondo  S'  =  0,  vem  a;  =  -^Z  e  portanto  jí  = -^- Z.  Logo  o  quadrado  é  o  maior  dos  rectân- 
gulos considerados. 

Seja  agora  xy=a^,  a  representando  uma  quantidade  dada.  Temos 

Z  =  a;  +  y  =  a;-(-a-  x~  * 
e  portanto 

Pondo  agora  Z'  =  0  e  considerando  somente  a  soluyão  positiva  d'esta  equação,  que  é  a 
única  que  satisfaz  ao  problema  enunciado,  vem  x  =  a,  e  portanto  y^a.  Logo  o  quadrado  é 
o  menor  dos  rectângulos  que  têem  uma  área  de  valor  dado. 
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'à."  No  caso  da  fiincyrio  y  =  cos — ,  temos  de  resolver  .a  equação 

V  =  -5  sen  —  =  U, 

que  dá,  considerando  só  os  valores  positivos  de  x,  x  =  - — ,  onde  A;—  1,  2,  3,  .  .  .,  00. 
A  derivada  segunda 

2  111 

V   = 5-  sen .-  cos  — 

x'  X  X*  X 

dá  y  =  —  Â;*  T*  cos  Â;5C ;  logo  a  !c=» — ,  x  =  -^,  etc.  correspondam   alternadamente  o  mínimo 
—  1  e  o  máximo  +1. 

Temos  aqui  o  primeiro  exemplo  de  uma  funcção  que,  quando  x  se  approxima  indefinida- 
mente de  zero,  oscilla  entre  -!-  1  e  —  1 ;  de  modo  que,  entre  zero  e  um  outro  valor  qualquer 
dado  a  x,  tem  um  numero  infinito  de  máximos  e  minimos.  No  ponto  a;=0  a  funeção  é  inde- 
terminada. 

126.  Pela  regra  precedente  acham-se  os  pontos  em  que  a  funeção  f(x)  é  máxima  ou 
minima  e  admitte  uma  derivada  finita.  Para  achar  pois  todos  os  pontos  em  que  f(x)  é  máxima 
ou  minima,  é  necessário  considerar  ainda  os  pontos  em  que  esta  funeção  não  admitte  deri- 
vada, e  08  pontos  em  que  a  derivada  é  infinita. 

Seja  xi  um  d'estes  pontos.  Para  ver  se  n'elle  a  funeção  é  máxima  ou  minima,  basta  ver 
8e/'(£Ci  +  A)  muda  ou  não  de  signal  com  h,  quando  h  varia  desde  — hi  até  h^.  Com  effeito, 
aef'(xi-\-h)  muda  de  signal  com  h  e  passa  de  negativa  para  positiva,  a  funeção /(a?)  passa 
de  (n."  63)  decrescente  para  crescente,  e  portanto  no  ponto  Xi  é  minima.  Se  /'  (a;i  +  k) 
muda  de  signal  com  h  e  passa  de  positiva  para  nef^ativa,  a  funeção  f{x)  é  máxima  no  ponto 
Xi.  Se  f'{xi-{-h)  não  muda  de  signal  com  h,  a  funeção  f{x)  não  é  máxima  nem  minima 
no  ponto  xi. 

Applica-se  este  mesmo  methodo  quando  se  procuram  os  máximos  e  minimos  correspon- 
dentes aos  pontos  que  satisfazem  á  equação /'(«)  =  O,  se  a  funeção  f(x)  não  admitte  no 
ponto  Xi  algumas  das  derivadas  a  que  é  necessário  recorrer  no  methodo  exposto  no  numero 
anterior,  ou  se  alguma  d'e3tas  derivadas  ó  infinita  n'este  ponto,  ou  ainda  se  o  methodo  ante- 
rior leva  a  cálculos  complicados. 

Assim,  por  exemplo,  a  funeção 


y=f{x)  =  ò-{-{x-a 

dá 

,      2  _i 

y  =-^(x  —  a)    s- 
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A  derivada  y'  torna-se  pois  infinita  quando  é  x==a,  e  pôde  portanto  a  fiineçào  ser  má- 
xima ou  minima  no  ponto  a.  , 

Pondo  x  =  a-r-h  em/'  (x)  vem  o  resultado  -^/i~"ã',  e  portanto /' (a  +  A)  passa  no  ponto 

a  de  negativa  para  positiva.  A  3:=^a  corresponde  pois  um  valor  minimo  h  da  funcção  dada. 

12".  Se  a  funcção  cujos  máximos  e  minimos  queremos  achar,  for  a  funccão  implícita  y, 
definida  pela  equação  Y  {x,  y)  =  0,  determinaremos,  pela  eliminação  àe  x  e  y  entre  as  equa- 
ções 

8F 
F(x,y)  =  0,y'  =  -j^=0, 
dy 

os  valores  de  x  que  tornam  y  máxima  ou  minima  e  os  valores  de  y  correspondentes.  Substi- 
tuindo depois  estes  valores  nas  derivadas  y",  y'",  etc,  vè-se,  pela  ordem  da  primeira  deri- 
vada que  não  se  annulla  e  pelo  signal  do  resultado,  quaes  d'estes  valores  de  y  são  máximos 
ou  minimos. 

Procuremos,  por  exemplo,  as  ordenadas  máxima  e  minima  da  hyperbole  cuja  equação  é 

2x2  + 3a;?/ -2?/- +  50  =  0. 

Eliminando  x  e  y  entre  a  equação  precedente  e  a  equação 

ou 

2x  +  y  =  0, 

vem  a;  =  i  3,  y  =  +  4. 

Derivando  y'  e  pondo  no  resultado  x=3  e  y  =  — 4,  vem  para  y"  um  valor  negativo, 
logo  á  abscissa  x  =  'ò  corresponde  uma  ordenada  máxima  y  —  —  4,  ou  uma  ordenada  negativa, 
cujo  valor  absoluto  é  minimo  e  egual  a  4.  Os  valores  x  =  —  3,  ?/  =  4  dão  a  >/'  um  valor  posi- 
tivo; logo  á  abscissa  .t  =  —  3  corresponde  uma  ordenada  minima  y  =  i. 

128.  Funcções  de  duas  variáveis  independentes.  —  Diz-se  que  a  funcção  de  duas  variáveis 
z=fíx,  y)  é  máxima  no  ponto  {x\,  t/i),  se  o  valor  f{x{,  yi)  da  funcção  é  maior  do  que 
os  valores  que  ella  toma  nos  pontos  visinhos  de  (xi,  yi);  isto  é,  se  existe  um  numero 
positivo  ã,  tal  que  a  desegualdade /(a;i +/;,  yi-\-k)<^f(Xi,  yi)  seja  satisfeita  por  todos  os 
valores  de  A  e  A:  comprehendidos  entre  — S  e  +8. 

Do  mesmo  modo,  diz-se  que  a  funcção  é  minima  no  ponto  (xi,  y\),  f-e  existe  um  numero  8, 
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tal  que  a  desegualdade /(xi +/í,  i/i+k)>f(xi,  y\)  seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  h 
e  k  compreliendidos  entre  — ô  e  +3. 

Todos  os  pontos  {x,  y)  visinhos  de  (a'i,  yi)  estão  situados  sobre  as  rectas  representadas 
pr-la  equarSo  y  —  yi  =  a(x  —  xi)  ou  sobre  a  recta  representada  pela  equaçSlo  x=xi.  Para 
que  a  funcçào  z  seja  pois  niaxiiua  no  ponto  (xj,  yi),  é  necessário  e  sufficiente  que  a  funcção 
de  uma  variável 

(1 )  f[x,  yi  +  a(x  —  X,)]  =  '^ {x) 

seja  máxima  no  ponto  x  =  xi,  qualquer  que  seja  o  valor  de  a,  e  que  a  funcção /(a;i,  y)  seja 

também  máxima  no  ponto  y  =  yi',  e,  para  que  z  seja  minima  no  referido  ponto,  é  necessário 

<>  sufficit-nte  que  as  funcçijes  precedent-s  sejam  minimas  no  ponto  x  =  o:i   e  y=y\,  qualquer 

que  seja  o  valor  de  a. 

T.  •  ,  oz         oz      ^,.         ^  .  , 

1  usto  isto,  supponhamos  que  ■^—  e  -^—  sao  tuncçoes  contmuas  de  se  e  ?/,  e  procuremos  os 

valores  d'estas  variáveis  que  tornam  z  máxima  ou  minima. 

Notemos,  para  isso,  que  é  condição  necessária  para  que  a  funcção  (1)  seja  máxima  ou 
minim.i  no  ponto  x  =  xi,  quando  a  a  se  dá  um  valor  particular  qualquer,  que  a  equação 

'/  \       Sz        dz 

seja  satisfeita  pelos  valores  x  =  xi  e  y  =  yi-  Para  que   a  funcção  (1)   seja   pois  máxima   ou 
minima,  qualquer  que  seja  o  valor  dado  a  o,  devem  xi  e  yi  satisfazer  ás  equações 

dx  dy 

Estas  equações  determinam  pois  os  valores  de  x  e  y  que  podem  dar  a  z  um  valor  máximo 

ou  niinimo. 

Derivando  ?'(«)   relativamente  a  x,  attendendo  á   segunda  das  equações  precedentes  e 

-z        v-z        c-z 
representanUn  por   r,  s,   t   os  valores   que  tomam    as  derivadas -;^, , -r — ^.— ,  ^^^    no    ponto 

.        .  cx-      õxcy      cy- 

(a'i,  yi),  vem  o  trmomio 

!p"(a;)  =  r  +  2sa-f  ^a2, 

que,  para  aos  valores  a'i  e  yi  de  x  e  y  poder  corresponder  um  valor  máximo  ou  mininio  de  s, 
deve  ser  nuUo  ou  ter  sempre  o  mesmo  signa!,  qualquer  que  seja  o  valor  de  a. 

Sejam  n„  e  (i[  as  duas  raizes  da  equação  que  )-esulta  de  egualar  a  zero  o  trinomio  ante- 
rior, e  portanto 

<p"  (as)  =  t{a—  Oq)  (a  —  ai). 

II 
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1.°  Se  as  raizes  a^  e  ai  são  reaes  e  deseguaes,  »"(«)  muda  de  signal  quando  a  passa  por 
«Q  e  por  «1 ;  logo  a  funcçào  z  nâo  pôde  ser  n"este  caso  máxima  nem  rainima  no  ponto  consi- 
derado. Dá-se  esta  circumstancia  quando  é  rf  —  .«.■-<;  0. 

2."  Se  as  raizes  n^  e  ai  são  imaginarias  e  eguaes  a  ^^  + 'í^  temos 

o"ix)  =  t[{a-p)^  +  q% 

e  vê-se  portanto  que  o"  (x)  tem  sempre  o  signal  de  t,  qualquer  seja  a,  e  que  a  funeção  (1)  é 
pois  máxima  no  ponto  x  =  xi,  quando  í  c  negativo,  e  minima,  quando  t  é  positivo.  A  funcçào 
f{x\^  y)  é  também  máxima  no  ponto  y  =  yi,  quando  t  é  negativo,  e  minima,  quando  t  é  posi- 
tivo. Logo  a  funeção  z  é  máxima  no  ponto  (aji,  yi)  no  primeiro  caso  e  minima  no  segundo. 
Dá-se  esta  circumstancia  quando  é  rt  —  s^>0. 

3.°  Se  as  duas  raizes  a^  e  ai  forem  eguaes,  isto  é,  se  for  ?•<  —  «-  =  O,  temos 

'J>{x)  =  t.ia-a,f, 

*  e  vê-se  portanto  que  cp"  (x)  é  nuUa  quando  a  =  Oq  e  tem  o  signal  de  t  no  caso  contrario.  Re- 
correndo n'este  caso  ás  derivadas  seguintes  de  z,  ponha-se  a;  =  .ri,  y  =  yi  e  a  =  a^  nas  expres- 
sões de  'Jj'"  {x),  ç<**(a;),  etc,  até  encontrar  uma  que  não  seja  nuUa.  Se  esta  derivada  for  de 
ordem  impar,  a  funeção  z  não  é  máxima  nem  minima  no  ponto  (a;i,  ^i);  se  esta  derivada  for 
de  ordem  par  e  o  seu  signal  for  differente  do  signal  de  t,  também  z  não  é  máxima  nem 
minima  no  ponto  considerado;  flnalniente  se  esta  derivada  for  de  ordem  par  e  tiver  o  signal 
de  t,  a  funeção  será  máxima  ou  minima  no  ponto  (xi,  y\),  segundo  este  signal  é  —  ou  -|-. 

4."  Se  for  t  =  0  e  r  differente  de  zero,  o  calculo  anterior  não  é  applicavel,  mas  póde-se 
em  todo  elle  trocar  x  por  y  e  resolver  assim  a  questão. 

Õ."  Se  for  ao  mesmo  tempo  í  =  0  e  i'  =  0,  temos  a  egualdade  s"(x)  =  2sa;  o  signal  de 
'■^''  {x)  muda  pois  com  o  signal  de  a  e  a  funeção  z  não  é  máxima  nem  minima  no  ponto  («i,  yi). 

6.°  Se  for  r=0,  s  =  0  e  <  =  0,  a  derivada  'f"  (a?)  é  nuUa  no  ponto  (a3i,  yj),  qualquer  que 
seja  a,  e  é.  portanto  necessário  recorrer  á  derivada  ■^'"  (x),  que  deve  ser  nulla,  qualquer  que 
seja  a,  para  que  n'este  ponto  possa  z  ser  máxima  ou  minima,  e  depois  á  derivada  ç-^'  (a?), 
que  deve  ser  nulla  ou  ter  sempre  o  mesmo  signal,  qualquer  que  seja  a,  etc. 

Podemos  resumir  a  parte  principal  d'esta  discussão  na  regra  seguinte: 

Para  achar  os  valores  máximos  e  mínimos  ãe  z,  resolvam-se  relativamente   a  x  e  a  y  as 

equações  — —  =  0,  — —  =  0  e  suhstitua-se  cada  systema  dos  valores  resultantes  na  expressão 

c'z    c-z        /    c-z 
dx^    dy-       \cxcy 

Os  systemas  de  valores  que  dão  A  >  O  tornam  z  máximo,   se  o  valor  correspond.eiite   de 

c^z    ,  .  .   .  ,       ,        .  . 

-^^-5-  e  negativo,  e  mimmo,  se  este  valor  e  positivo. 
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O.f  systemas  de  valores  que  duo  A  <  O  não  tornam  s  máximo  nem  mínimo. 
J'ar(t  estudar  o  que  acontece  nos  pontos  em  que  c  A  ^  O,  é  necessário  recorrer  ás  denvada» 
de  z  de  ordem  superior  d  segunda  (*). 

ExKMPLO  1."  Achar  ;i  mais  curta  distancia  entre  um  ponto  (íCq,  í/q,  Zq)  e  um  plano 

z  =  Ax  +  Bi/  +  C. 

Temos  de  acliar  os  valores  de  x  e  y  que  tornam  máxima  ou  minima  a  funcçâo 

D^-  =  {x-  x,f-  +  {y-  y,f  +  {z-z,)\ 

z  sentlo  dada  em  fuucçao  de  £C  e  ?/  pela  equação  do  plano. 
As  equações  que  determinam  x  e  y  são  pois 

^^  =  2ix-x,)+2Aiz-z,)  =  0,  ^-^=2(y-y,)^r2Biz-z„)  =  0, 

e,  como  estas  equações  são  as  de  uma  recta  perpendicular  ao  plano,  segue-se  que  o  ponto 
do  plano  cuja  distancia  ao  ponto  dado  é  minima  coincide  com  o  pé  da  perpendicular  abaixada 
do  ponto  dado  sobre  o  plano,  como  já  se  sabia. 

Tirando  d'estas  equações  e  da  equação  do  plano  os  valores  de  «^  ^  e  z  e  substituindo-os 
na  expressão  de  D,  vera  a  fórmula 


p  _  Aa-,,  +  Byç,  +  C  -  Zp^ 


que  dá  o  valor  da  minima  distancia  pedida. 

Podemos  verificar  que  o  precedente  valor  de  D  c  um  mínimo.  Com  eífeito,  pondo  na  ex- 
pressão 


e-D^     d-D^       fd^-D^Y 


cx'         dy^  \dxõy  / 

c'-D- 

vem   o   resultado   4    (1+A-  +  B-),    que  é  positivo,  assim   como  -^7-5 — 


(I)  A  tlieoiia  (los  luaximos  e  minimos  diis  fuiic(;ões  de  duas  ou  mais  vaiúaveis  foi  estudada  por  Lagrange 
em  lima  McTiKnia  publicada  cm  17õ!t  110  tom.  i  da  Miscellanea  Taurinensis. 
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Exemplo  2."  Para  fazer  uma  segunda  applicação  do  methodo  anterior,  procuremos  a 
máxima  e  a  minima  distancia  entre  os  pontos  de  duas  curvas  planas  dadas,  cujas  equações 
sãoFííc,  7/)  =  0,/(X,  Y;  =  0. 

A  distancia  D  entre  um  ponto  qualquer  da  primeira  curva  e  um  ponto  qualquer  da  se- 
gunda é  dada  pela  fórmula 

D2  =  (X-a;)-^  +  (Y-3/)2, 

e  portanto  os  valores  de  x"  e  X  que  podem  tornar  D-  máxima  ou  minima  e  os  valores  de  y 
e  Y  correspondentes  são  dados  pelas  equações  das  curvas  e  pelas  seguintes: 

X-x+(Y-^)Y'  =  0,     X-a.  +  (Y-7/)7/'  =  0, 

as  quaes  mostram  que  as  rectas  que  unem  os  pontos  das  duas  curvas  cuja  distancia  é  máxima 
ou  minima,  sào  normaes  a  estas  curvas. 

Sejam  («i,  t/i),  (Xi,  Yi)  dois  pontos  assim  determinados.  Para  completar  a  resolução  do 
problema  proposto,  deve-se  ainda  verificar  se  as  coordenadas  («i,  y\)  e  (Xj,  Y'i)  satisfazem  ou 
não  a  alguma  das  condições 

"êx 2"  ~&?2- ~  Vã^èX/   > 

Supponhamos  que  é  satisfeita  a  primeira  d'estas  condições.  A  distancia  D-  será  então 
minima  quando  for 

nos  pontos  considerados,  e  máxima  no  caso  de  ter  logar  a  desegualdade  confraria.  Repre- 
sentando por  {a,  b)  as  coordenadas  do  centro  de  curvatura  da  curva  F(X,  Y)  =  0  no  punto 
(X,  Y),  podemos  escrever  esta  desegualdade  do  modo  seguinte  (n."  90-1): 

o  que  mostra  que  a  distancia  D-  é  minima  quando  b  não  estiver  comprehendido  entre  ?/i  e 
Yj.  A  desegualdade  contraria  mostra  que  D-  ó  máxima  quando  b  está  compreliendido  entre 
yi  6  Yi. 
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VI 
Indeterminações 

120.  Se  a  funcção  f{x)  é  indeterminada  quando  x=a^  chama-se  verdadeiro  valor  da, 
funcção  no  ponto  a  o  limite  para  que  tende  /(«),  quando  x  tende  para  a.  Vamos  procurar 
este  limite  em  alguns  casos  mais  importantes  (•). 

I.  Se  for 

tp(a;) 


f{^)- 


'^{X) 


e  as  funcções   9  (x)  e  ']>  («)  se  annullarem  quando  x  =  a,  a  funcção  reduz-se  a  -^   e  vamos 
achar  o  seu  verdadeiro  valor.  Por  ser  (n.°  64) 

quando  as  funcções  '^{x)  e  '{<  (íc)  sâo  continuas  no  ponto  a  e  admittem  derivadas  de  primeira 
ordem  finitas  nos  pontos  visinhos  de  a,  temos,  n'este  caso, 

f(a)  =  lim/(a  +  ft)  =  lim  -\-r-. — r^-^- 

Se  for  o'  («)  =  O,  -y  («)  =  O,  temos  do  mesmo  modo 

Em  geral,  sé  forem  nullas  as  funcções  <p  (a),  '^'  (a), . . .,  -.pi"  -•)  (a)  e  '])  (a),  -y  (a),  . . .,  -y»-*'  (a) 
teremos 


,,  .      ,.     (pf) (a  +  e,. A)  «("((as) 

t (a)  =  hm -f— -^ — -■     -,  =  hm  , ,  .  .     ■ 


Por  esta  fórmula  calcula-se  o  valor  de  /(«),  quando  se  sabe  achar  o  limite  para  que  tende 
o  seu  segundo  membro. 


(')  O  calculo  diiferencial  foi  applicado  a  esta  questão  por  João  BemoulH  em  um  artigo  publicado  em 
1704  naa  Acta  eruditorum,  onde  considerou  as  fracçues  que  se  apresentam  debaixo  da  forma  j-- 
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Se  as  funcções  'f*"'  (x)  e  'j»'"'  (a;)  forem  continuas  no  ponto  a,  podemos  ainda  escrever 

No  caso  de   ser  a  =  cc,    podemos  pôr  a-  =  —  e  depois  fazer  tender  t  para  0.  Temos  d'este 
modo 

JC>=00 


lim  -J—^  =  hm  — 7-,—-  =  Iim — — -  =  hm  -,-rH-'- 

!=:«   t{j(a-)  (=0   ,    /   1  \  ,=0    1     ,,  /   1  \         ^00    <!^  («) 


e  a  regra  anterior  é  ainda  applicavel. 

Exemplo.  A  funcção 

'í>(x)  oosíc —  1 

(Jj  (a;)      e^  —  1  —  sen  x 

é  indeterminada,  quando  x  =  0,  assim  como  a  funcção 

es'  (a;)        —  sen  x 
y  («)       e^  —  cos  a; 

A  fracção 

tp''  (a;)        —  cos  X 
4»"  (a;)      e'^  +  sen  x 

é  egual  a  —1,  quando  é  x  =  0;  logo  —  1  é  o  verdadeiro  valor  de  t/^  correspondente  a  x  =  0. 

II.  Seja  agora /(a)  =  ^-^  =  -^  e  procuremos  o  verdadeiro  valor   d'esta  fracção,    isto  é, 

c5  (oc) 
o  limite  para  que  tende  -;-  — ,  quando  x  tende  para  a. 

<^{x}     ^  ' 

Representando  por  Xq  um  numero  tal  qne  x  esteja  comprehendido  entre   Xg   e  a,    e   sup- 

pondo  que  as  funcções  f(x)  e  (j)(a;)  admittem  derivadas  finitas  no  ponto  x^  e  nos  pontoss  com- 

prehendidos  entre  :i\^  e  a,  e  que  '])'  {x)  é  differente  de  zero  n'estes  pontos,  temos 


[,(a,.)-,(a.o)][l-|igí]       'f'K  +  «/0(l-|gf 


cp(a")J       '^  ^  "^  ^\         tp(a;) 


^f'')     [.í,.,-,,..)][:_i|;IJ     y(.,  +  »,(,_£;í.> 


onde  Ã  =  a;— aíQ. 
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Cp  (x) 
Suppondo  agora  que  a  fracção  T^,^      tende  para  um  limite  finito  e  determinado  A,  quando 

X  tende  para  a,  também  a  fracçSlo    ,//   **  .  frj\  tende  para  o  mesmo  limite,  quando  Xq  tende 

para  a,  visto  que  x^^-^-dh  está  comprehendido  entre  íc„  e  as  e  portanto  entre  Xq  e  a.  Podemos 
pois  dar  a  .f,,  ura  valor  tão  próximo  de  a  que  esta  fracção  deffira  tão  pouco  quanto  se  queira 
de  A. 

Depois  de  escolher  d'este  modo  o?,,,  por  ser 


1 


^i^o) 


lim ^~  =  J , 

podemos  dar  a  s  um  valor  tão  pequeno  que,  para  os  valores  de  x  comprehendidos  entre  a  —  t 
e  a-\-  s,  a  fracção  que  entra  no  primeiro  membro  desta  egualdade  deffira  da  unidade  tão 
pouco  quanto  se  queira. 

Podemos  pois  dar  a  Xq  ura  valor  tão  próximo  de  a  e  a  s  um  valor  tão  pequeno  que,  para 


<f(x) 
quanto  se  queira  de  A;  e  temos  portanto  (') 


todos  08  valores  de  x  comprehendidos  entre  n  —  s  e  a  +  s,  a  fracção  -j—^   diffira  tão  pouco 


/(a)  =  hm -^-^  =  hm  It^j 
e,  se  '■?'(«)  e  '/(«)  são  continuas  no  ponto  a. 

Logo  acha-se  o  verdadeiro  valor  da  fracção  considerada  pela  mesma  regra   que   no  caso 
anterior. 

Se  for  A  =  CO,  teremos 

e  portanto   lim  -|        =  oo.  A  regra  ó  pois  ainda  applicavel. 


(')  A  (Icinonstraçào  precedente  6  tirada  do  Calcolo  differentiale  de  Genocchi  e  Peano  (Turin,  1884). 
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Exemplo.  A  funeção 

tp(a;)       Ioga; 
<})  (a;)        X'" 

dá  -^-,  quando  a;  =  0.  Mas  o  quociente 

Ç>'  (x)  £C-' 


é  nullo,  quando  £c  =  0;  logo  é  taiubera  nulla  a  funceão  considerada. 

III.   Se  a  funeção /(a?)  =  '.p(a;).^(£c)  se  reduzir  a  Ox  x,  quando  x  =  a^  acha-se  o  seu  ver- 
es (x)  O 
dadeiro  valor  apphcando  a  regra  anterior  á  fracção    ,  ,  ',  S — ri  Q»e  se  reduz  a  -^,  ou  á  fracção 

r   '     -I    ,  ,  que  se  reduz  a  -~. 
Exemplo.  A  funeção 

y=n\x    —  1 
dá  O  X  CO,  quando  íí  =  oo.  Para  achar  o  seu  verdadeiro  valor,  consideremos  a  fracção 

X      —  1 

que  se  reduz  a  yr  e  que  dá,  derivando  o  numerador  e  o  denominador  relativamente   a  n,  a 
fracção 

—  n    ^x    Ioga; 


que  se  reduz  a  loga;^  quando  n  =  cc.  Logo  temos  a  fórmula  notável 

loga;=  lim  »  ix"  —  1 

fí=X  > 

IV".   Se  a  funeção /(a;)  =  'f  (a-)  — ^(a-)  se  reduzir  a  co  —  ac,   quando  a,'  =  a^  achase   o  seu 
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verdadeiro  valor,  applieando  a  regra  anterior  á  fracção 

_J 1_ 

^  (X)       cp  jx) 

?  (.r)  '>  (o;) 

que  se  reduz  a  — ■ 

V.   Se  a  funcção  ^  =  'f  (íc)'^(^)  se  reduzir  a  O",   1* ,  cx",  quando  a;  =  a,  ac-ha-se  o  seu  ver- 
dadeiro valor  applieando  a  regra  anterior  á  funcção 

log3/  =  (l)(aj)log»(a;), 
que  se  reduz  a  O  x  oo. 

Exemplo.  A  funcção 

quando  n—x,  dá  1"".  Para  achar  o  seu  verdadeiro  valor,  determinemos  o  verdadeiro  valor 
da  funcção 


log3^=«log(^l+-^j= ^^_i  "    . 


que  se  reduz  a  -— ;  o  que   dá  log?/  =  a;^  e  portanto  y=e^.  Temos  pois  a  fórmula  seguinte, 
dada  por  João  Bernoulli : 

e^=lim  (l+  — 


JJ 


CAPITULO  YI 


Applieaçocs  gjeoinetrioas  <la  fóniixila  cie  Taj^loi* 


Curvas  planas 

130.      Contacto  das  curvas  planas.  —  Sejam 

y=/(x),     Y  =  F(X) 

as  equações  de  duas  curvas  que  passam  por  um  ponto  M,  cujas  coordenadas  são  Xq  e  ^q,   e 
sejam   A  e  B   dois  pontos   das   mesmas  curvas,    correspondentes  á  abscissa  x^f-\-h.    Se   o 


segmento  AB,  egual  á  differença  Fix^-^rh) — f{xQ  +  h)  das  ordenadas  AC  e  BC  d'estes 
pontos,  for  infinitamente  pequeno  de  ordem  n-\- 1  relativamente  a  PC^  diz-se  que  as  curvas 
lêem  no  ponto  (xq,  y^  um  contacto  de  ordem  n. 

Se  pelo  ponto  (r^,  ?/„)  passar  uma  terceira  curva  y  =  o  (aj),  que  tenha  com  a  curva  y=f(x) 
um  contacto  de  ordem  m,  e  se  for  n  >  m,  a  segunda  das  curvas  consideradas  approxima-se 
mais  da  curva  y—f(x),  na  visinhança  do  ponto  (xq,  y^),  do  que  a  terceira  curva  y='^{x). 
Com  effeito,  representando  respectivamente  por  fl  e  a  as  differenças  F(xg-~-k)—f(xg-{-h)  e 
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«p(írQ  +  Ã)— /(xg  +  Ã),  é,  por  definição, 

P  =  A«+i(A  +  £),     a  =  A"'+' (B  +  £'), 

onde  A  e  B  representam  quantidades  finitas  diíferentes  de  zero^  e  s  e  s'  quantidades  infinita- 
mente pequenas  com  h;  portanto  temos  a  egualdade 

a  _  ,3  =  A'"+  <  [B  +  £'  —  /i"-'"  (A  +  £)], 

a  qual  faz  vêr  que  se  pôde  dar  a  ^i  um  valor  tão  pequeno  que  o  —  P  tenha  o  signal  de 
/í"'+*(B-[-£'),  isto  é,  o  signal  de  a,  quando  |/i|<^i.  Será  pois,  para  todos  os  valores  de  h 
comprehendidos  entre  — hi  e  +Ai,  ^  <  a. 

131.     As  condições  analyticas  para  que  as  curvas  consideradas   tenham  um  contacto  de 
ordem  jí,  decorrem  immediatamente  da  fórmula  de  Taylor,  que  dá 

F  (o-o  +  h)  -f  (íTo  +  /O  =  F  K)  -/  [X,) 


+  h  [¥  (x,)  -/'  K)]  +. . .  +  ^[F("í  (x,)-/(»)(x„)] 


n! 


Com  efifeito,  se  as  funcções/(£c)  e  F(a?)  admittirem  derivadas  até  á  ordem  n  +  1,  conti- 
nuas no  ponto  íCq,  para  que  a  differença  F  (x^  +  hj—fÇxQ  +  li)  seja  infinitamente  pequena  de 
ordem  ?« +  1  relativamente  a.  h,  é  necessário  e  sufficiente  que  as  differenças 

F  K)  -/(o-o),  F'  (x,)  -/'  (a-o),  . .  . ,  F>'')  (o-o)  -/(«)  K) 

sejam  nullas,  e  que  a  dififerença  F'"+''  (xQ)—f'"+^>  [xq]  seja  diíFerente  de  zero,  o  que  dá  o  se- 
guinte : 

Theoeema.  —  Se  as  fiincçôes  F  (x)  e  f(x)  admittirem  derivadas  até  á  ordem  n+l.  conti- 
nuas no  ponto  Xq^  são  condições  necessárias  e  sufficientes  para  que  as  curvas  consideradas  tenham 
no  ponto  (Xf^,  y^)  um  contacto  de  ordem  n,  que  a-g  satisfaça  ás  equações 

(1)  F  (x)  ^f{x\     F  (a.)  =/'  {x),  . . . ,  F(")  {x)  =/(")  (x), 

e  que  F'''+*' (íToI  seja  differente  áe /'"+*)  («„). 

I.  Resulta  ainda  d'e3tas  egualdades  e  da  precedente  que  a  difiPerença  F  {Xq  +  h)  —  /"(«o  +  h) 
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tem  o  mesmo  signal,  na  visinliança  do  ponto  (a;^,  y^),  qualquer  que  seja  o  signal  de  h,  quando  n 
ó  impar,  e  que  muda  n'este  ponto  de  signal  com  h,  quando  n  é  par.  Logo,  quando  duas  curvas 
têem  um  contacto  de  ordem  par  no  ponto  (a;^,  y^,  cruzam-se  n'este  ponto,  e,  quando  têem 
um  contacto  de  ordem  impar,  tocam-se,  sem  se  cruzar. 

II.  Se,  tomando  para  variável  independente  uma  quantidade  t,  as  curvas  forem  repre- 
sentadas pelas  equações  a;  = -f  (<),  2/  =  'M0)  Y  =  -(Oi  as  equações  de  condição  a  que  deve 
satisfazer  o  valur  que  tem  t  no  ponto  {Xq,  y^),  para  que  as  curvas  tenham  n'este  ponto  um 
contacto  de  ordem  n,  sào,  representando  por  x',  y',  Y',  a;",  ...  as  derivadas  ãe  x,  y  e  Y 
relativamente  a  t, 

_y    y'  _  Y'     i/'x"-x'y"        Y'x"-x'Y" 
^^     'V~lf'  ^^  ~  a;'3  '■■■' 


e  portanto 


,,  =  Y,y  =  Y',y"  =  Y",...,y«)  =  ¥(">. 


Como  corollario  d'estas  egualdades  resulta  que  a  ordem  do  contacto  de  duas  cxirvas  ê 
independente  dos  eixos  das  coordenadas  a  que  estão  referidas.  Representando,  com  eíFeito,  por 
XI  6  yi  as  novas  coordenadas  e  por  yi  = /i  (xi)  e  yi'=Fi{xi)  as  novas  equações  das  curvas, 
as  equações  precedentes  dão,  pondo  t  =  xi, 

F,  te,)  =/,  (xi),     Fi  (x^)  =/;  (x,),  ...,     F!-'  (xi)  =/<">  (a;.). 

132.  Seja  y==f{x)  a  equação  de  uma  curva  dada  e  Y  =  F  (a;)  uma  equação  com  jí+  1 
parâmetros  arbitrários,  que  representa  uma  familia  de  curvas.  A  curva  d'esta  familia  que 
tem  com  a  curva  dada  um  contacto  de  ordem  mais  elevada  no  ponto  (aj^,  ^q)  diz-se  oscula- 
dora  da  curva  y=f(x)  n'este  ponto.  Para  obter  esta  curva,  deve-se  dispor  dos  n+1 
parâmetros  de  modo  que  sejam  satisfeitas  as  n-\-l  equações  de  condição  (1),  e  a  ordem 
do  seu  contacto  com  a  proposta  será  egual  ou  superior  a  n,  segundo  a  differença  entre 
y(n-i-i)  ^a;j  e  Fi"+''  (xq)  for  diíFerente  de  zero  ou  egual  a  zero. 

J33.  A  doutrina  precedente,  devida  a  Lagrange,  vae-nos  apresentar,  debaixo  de  um 
novo  ponto  de  vista,  alguns  dos  resultados  obtidos  no  Capitulo  III. 

I.  Se  quizerraos  achar  a  recta  osculadora  da  curva  y—f(x)  no  ponto  (a-^  y),  temos  de 
determinar  as  constantes  A  e  B,  que  entram  na  equação 

Y=AX+B 
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da  recta,  de  modo  que  sejam  satisfeitas  as  condições  do  contacto  de  primeira  ordem 

A  equação  da  recta  pedida  é  pois 

Y-2/=y(X-^), 

e  portanto  esta  recta  coincide  com  a  tangente  á  curva  dada. 

Por  ser  Y''  =  Y"'  =  . .  .  =  0;  a  tangente  tem  com  a  curva  proposta  um  contacto  de  segunda 
ordem  nos  pontos  que  satisfazem  ás  condições /"  (cc)  =  O,  /"'(íc)oO;  um  contacto  de  ter- 
ceira ordem  nos  pontos  que  satisfazem   ás  condições  /"(íc)  =  0,  /"' (a;)  =  O, /<^' (a;)  o  O ;  etc. 

II.  Se  quizermos  achar  o  eirado  osculador  da  curva  y=f{x)  no  ponto  (x,  y),  temos  de 
determinar  as  constantes  arbitrarias  Oj,  b  e  R,  que  entram  na  equação 

de  modo  que  sejam  satisfeitas  as  condições  do  contacto  de  segunda  ordem 

3/  =  Y,     y'  =  Y',     f  =  Y", 

y',  y",  Y'  e  Y"  representando  as  derivadas  de  primeira  e  segunda  ordem  de  ?/  e  Y  relativa- 
mente a  X.  As  duas  ultimas  quantidades  sào  dadas  pelas  equações 

{x-af  +  [Y-bf  =  R\ 
x-a+[Y-b)Y'  =  0, 

l+Y'2+(Y-i)Y"  =  0; 

e  porisso  as  condições  consideradas  reduzem-se  ás  seguintes: 

X  —  a-\-(y  —  b)y'  =  0, 
l+y-  +  (2/-i)3/"  =  0. 

D'estas  equações  tiram-se  os  valores  das  coordenadas  a  e  b  do  centro  e  o  valor  do  raio 
R  do  circulo  osculador 


3^ 

../-2>2 


K=a±^,„=.-yi5^,,=,^i±A 
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Da  comparação  d'esta8  fórmulas  com  as  que  dão  as  coordenadas  do  centro  e  o  raio  do 
circulo  de  curvatura  (n."  90-1)  conclue-se  que  o  circulo  de  curvatura  e  o  circulo  osculador, 
correspondentes  ao  mesmo  ponto  de  uma  curva  dada,  coincidem  (•). 

Esta  coincidência  podia  ser  prevista.  Com  efifeito,  das  equações  y  =  Y,  y' =  Y\  y''  =  Y"  e 
das  fórmulas  (3)  e  (6)  do  n."  90  conclue-se  que  os  círculos  de  curvatura  da  curva  dada  e  do 
seu  circulo  osculador  no  ponto  (x,  y)  coincidem. 

Nota.  Como  na  equação  geral  do  circulo  entram  somente  três  constantes  arbitrarias,  o 
contacto  do  circulo  osculador  com  uma  curva  é,  em  geral,  de  segunda  ordem.  Este  contacto 
é  de  ordem  superior  á  segunda  somente  nos  pontos  que  satisfazem  á  condição  seguinte,  que 
resulta  de  y"  =  Y"': 

^'y"  +  {y-i)y"'  =  ^, 

ou,  eliminando  y  —  i  por  meio  da  ultima  das  equações  precedentes, 

Zy"^-y'-{\^y'^')y"'  =  Q. 

134.  Pontos  de  inflexão.  — -A  determinação  dos  pontos  de  inflexão  da  curva  y  =  f(x)  é 
fácil  de  conseguir  por  meio  do  theorema  do  n."  88-1.  Com  eíFeito,  se  /"  (x)  é  uma  funcçào 
continua  no  ponto  Xq,  da  egualdade 

/"K  +  ^)=/"(^o)  +  ^í, 

onde  £i  representa  uma  quantidade  infinitamente  pequena  com  h,  resulta  que,  para  f"{x) 
mudar  de  signal  no  ponto  x^,  é  necessário  que  seja  f"  {x^  =  0.  N'este  caso,  suppondo  -a 
funcçào  /'"  {x)  finita  no  ponto  Xq,  a  egualdade  (n.°  õõ) 

/"(xo+A)  =  A[/'"(x„)  +  £i], 

onde  ti  representa  uma  quantidade  infinitamente  pequena  com  h,  mostra  que  f"{xQ-{-h) 
muda  de  signal  com  h,  e  portanto  que  (íCq,  y^  é  um  ponto  de  inflexão,  se  f"  (xq)  é  differente 
de  zero. 

No  caso  de  ser  /'"  (xq)  =  O  e  de  a  funeção  /''•  (x)  ser  finita  no  ponto  a-p,  a  egualdade 
(n."'  Õ5  e  64) 

/"  (^n  +  Ã)  =  hf"  (x,  +  eh)  =  (JA*  [/(*)  (X,)  +  £3] 


(')  Lagrange  deu  a  theoiia  geral  dos  contactos  na  sua  notável  Théorie  des  fonclions  analyíiques,puh\icnd& 
em  1797.  Antecedentemente  tinha  sido  considerado  por  Newton  e  Leibnitz  o  circulo  osculador,  a  propósito 
da  theoria  da  curvatura  das  curvas  planas.  (Vej.  a  nota  ao  n.°  90). 
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mostra  que,  para /"(as)  mudar  de  signal  no  ponto  (xq,  í/q),  é  necessário  que  seja/'*'  (xq)  =  0. 
Logo,  se  esta  egualdade  não  é  satisfeita,  (,<•(,,  i/^)  nào  é  ponto  de  inflexão. 

Continuando  do  mesmo  modo,  obtem-se  a  regra  seguinte : 

Para  achar  os  pontos  de  injlexão  de  tuna  curva,  exija  equação  é  dada,  determinem- se  x  ey 
por  meio  da  equação  da  curva  e  da  equação  y"  =  0. 

Substiiuase  depois  cada  grupo  (x^,  y^)  de  valores  resultantes  nas  derivadas  seguintes  de  y. 
Se  a  jjriíneira  derivada  que  não  se  annidla  for  de  ordem  impar,  o  ponto  (a-g,  y^)  é  de  injlexão, 
se  for  de  ordem  par,  este  ponto  nào  é  de  inflexão. 

Se  as  coordenadas  («q,  ^q)  satisfazem  á  condição  y"  =  0  e  o  ponto  correspondente  não  é 
de  inflexão,  diz-se  que  é  um  ponto  de  ondulação. 

Tanto  nos  pontos  de  inflexão  como  nos  de  ondu'açcào,  a  tangente  tem  com  a  curva  um 
contacto  de  ordem  superior  á  primeira  (n."  133).  Se  a  ultima  derivada  que  é  nuila  n'este  ponto 
é  da  ordem  )i,  este  contacto  é  também  de  ordem  n. 

Exemplos.  — 1."  Consideremos  a  curva  cuja  equação  é 

y  =  A  sen  (ax  -{-  6)  +  B. 
Teremos 

y'  =  Art  cos  [ax  -f  i),  y"  =  —  «A-  sen  {ax  +  h) ; 

e  como  os  valores  de  02  que  annuUam  y"  são  dados  pela  relação  ax-rh^kr.,  onde  k  repre- 
senta um  inteiro  qualquer,  {;ositivo,  negativo  ou  nullo,  e  como  estes  valores  de  x  nào  annul- 
lam  a  terceira  derivada 

y  =  —  Aa^  cos  {ax  +  è), 

( ,  Bj  são  as  cordenadas  dos  pontos  de  inflexão  da  curva  considerada. 

2."  A  equação  y  =  x-{-{x—\y  dá 

y'  =  \^l{x-\)\  y"^l.Q{x-lf,  ...,  ?/(')=7! 

Como  o  valor  x=\  annuUa  a  derivada  y",  e  como  a  primeira  das  derivadas  seguintes 
que  este  valor  de  x  não  annulla  é  de  ordem  impar,  o  ponto  (1,  1)  é  de  inflexão. 

I.  Se  a  curva  dada  for  representada  pelas  equações  a?  =  cp  (?)  e  ?/ ='}(')}  '  representando 
a  variável  independente,  os  pontos  de  inflexão  são  dados  (n.°  84)  pela  equação 

x'y"  —  i/oc/'  =  0, 

x\  x",  y',  y"  representando  as  deiiv.idas  ãe  x  e  y  relativamente  a  t. 
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Pondo  <  =  6,  £c  =  p  cos  6  e  y  =  p  sen  O,  vem  a  equação  seguinte : 

por  meio  da  qual  se  determinam  os  pontos  de  inflexão  e  de  ondulação,  quando  a  curva  dada 
é  representada  por  uma  equação  p  =  F  (6),  referida  a  coordenadas  polares 

II.  Seja  F  (x,  ^)  =  0  a  equação  de  uma  curva  algébrica  do  grau  m.  Por  ser 


eF      ÔF  e^F  ,  _  8'F     ,  ,    d'-F    ,2 


oy 


y"=o, 


os  seus  pontos  de  inflexão  são  dados  pela  equação 

/cFy  a^F 

\dy  /      dx^ 


c^-F    ÔF    dF   ,    (dFy  èW  _ 


,  ô^  /      003*  ca?  c^    ôa;    dy    '    V  ôa;  /      9^' 

a  qual  pode  ainda  ser  escripta  do  modo  seguinte 

c^-F        d}y       dF 


dx"^       dx  by      cx 
Ô^F         82p       ôF 


by  bx '       by'^        by 

bF^         bF_ 
bx  by 


O 


=  0. 


Posto  isto,  escreva-se  a  equação  da  curva  considerada  debaixo  da  forma  homogenee 

F(x,y,z)  =  0,     2=1 
como  no  n.»  86-V.  Teremos  (n.»  70) 

eF       eF       eF 

x+^y  +  —  z^mF(x,  y,  2)=0, 


Ox 

d^F     ,     e^F 


e^F 


eF 


p,^T''+^:;^y  +  -^:7^'^-i^-'í)^' 


bx^  bxby  ^       bxbz 

e*F 


bx 


e^F     ,  e^F 


bybx"  '    by^^  '    bybz  ^~^"*      ^^"ê^' 


e*F     ,   e^F     ,  e^F      ,      ,,ôf 
&-ex'"+-êre7y+e?-^'=('"-^)-&- 


KK 
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Multiplicando  agora  respectivamente  por  x,  y  e  m  —  1  as  columnas  do  determinante  ante- 
rior e  subtraliindo  depois  de  cada  termo  da  ultima  columna  os  termos  do  determinante  que 
estão  na  mesma  linha,  vem,  attendendo  ás  equações  precedentes. 


e^F 

a^F 

d'-F 

ÕX^' 

dxdt/ 

dxdz 

d^F 

d'F 

ÒW 

dydx 

a/ 

dybz 

dF 

cF 

dF 

cx 

btj 

dz 

=  0. 


Multiplicando  ainda  por  x,  y  e  vi  —  1  as  linhas  d'este  determinante  e  subtrahindo  depois 
de  cada  termo  da  ultima  linha  os  termos  do  determinante  que  estào  na  mesma  columna,  vem 
finalmente  a  equação 


=  0, 


e-2F 

d'-F 

e*F 

Bx"- 

et  cy 

cxdz 

d^-F 

C'-F 

d^-F 

vydx 

cy- 

cycz 

d^F 

d'-F 

Ô^F 

ozcx 


czdy 


ozr 


á  qual  devem  satisfazer  as  coordenadas  dos  pontos  de  inflexão  da  curva  proposta. 

Por  serem  as  derivadas  que  entram  n'esta  equação  funcções  inteiras  de  «^  ^  e  s  do  grau 
m  —  2,  vê-se  que  a  equação  é  do  grau  3  (wi  —  2).  Logo  a  curva  representada  por  esta  equa- 
ção não  pode  cortar  a  curva  proposta  em  mais  de  Zm{^n  —  2)  pontos  e  esta  curva  não  pôde 
ter  portanto  mais  de  3ín(»n  —  2)  pontos  de  inflexão.  O  theoreraa  notável  que  vimos  de  demons- 
trar é  devido  a  O.  Hesse,  e  porisso  se  dá  a  esta  curva  o  nome   de  hesseana   da  curva  dada. 


135.  No  processo  anterior  para  achar  os  pontos  de  inflexão,  parte-se  da  hypothese  que 
a  derivada  y''  é  continua.  Logo  pode  ainda  haver  outros  pontos  de  inflexão  em  que  esta  deri- 
vada não  exista  ou  seja  discontinua.  Além  d'isso,  se  y"  é  continua  no  ponto  («q,  y^),  mas 
alguma  das  derivadas  y"',  y,  etc,  a  que  é  necessário  recorrer,  não  existe  ou  é  infinita 
n'este  ponto,  não  se  pôde  distinguir  pelo  processo  anterior  se  o  ponto  (cpq,  y^)  é  ou  não  de 
inflexão.  N'estes  casos,  para  achar  os  pontos  de  inflexão,  recorre-se  principalmente  ao  theo- 
rema  do  n."  88,  por  meio  do  qual  se  vê  era  que  sentido  está  voltada  a  concavidade  na  visi- 
nhança  do  ponto  considerado. 


-.3 


Exemplo  1.°  A  equação  y  =  b-\-{x  —  a)     dá 


S''  =  -3-(a;-«)^ 


10 


y'=Tr(^'-«) 
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Como  x  =  a  torna  y"  infinita,  vamos  ver  se  o  ponto  (a,  b)  é  ou  não  de  inflexilo.  Para 
isso,  notemos  que  y  é  positiva  quando  «>«,  e  que  é  negativa  quando  £C<^a;  logo,  á  direita 
do  ponto  {a,  h)  está  a  concavidade  voltada  no  sentido  das  ordenadas  positivas,  e  á  esquerda 
d'este  ponto  está  a  concavidade  voltada  no  sentido  contrario,  e  o  ponto  é  de  inflexão 
(n."  88). 

Exemplo  2."  A  equação  ij  =  h^{x  —  df  dá 


'/     28  ,         - 
2*  =-9-(»'-«) 


28  — ■ 


No  ponto  {a,  h)  annulla-se  y" ,  mas  y"  torna-se  infinita,  e  o  methodo  anterior  não  é 
applicavel.  Raciocinando  porém  como  no  exemplo  anterior,  conolue-se  que  o  ponto  é  de 
inflexão. 

136.  Pontos  singulares  das  curvas  planas.  —  Chama-se  ponto  ordinário  de  uma  curva 
plana  o  ponto  M  onde  se  reúnem  dois  arcos  de  curva,  cujas  secantes  MN  e  MN'  tendem 
para  direcções  oppostas  da  mesma  tangente  TT',  quando  N  e  N'  tendem  para  M  (Jig.  1). 


Os  pontos  que  não  est.uo  n'estas  condições  cliamam-se  singulares.  Mencionaremos  os  pontos 
seguintes : 

1.°  O  ponto  de  sxispensão,  que  6  aquelle  d'onde  parte  só  um  arco  de  curva. 

2.°  O  jponto  anguloso,  que  é  aquelle  d'onde  partem  dois  arcos  de  ourva  cujas  tangentes 
são  differentes. 

3.°  O  ponto  isolado,  que  6  aquelle  que  está  completamente  separado  do  resto  da 
curva. 

4."  O  ponto  de  reversão  de  primeira  espécie,  que  é  aquelle  d'onde  partem  dois  arcos  de 
curva  cujas  secantes  MN  e  MN'  tendem  para  a  mesma  direcção  MT  da  tangente,  ficando 
uma  de  cada  lado  da  tangente  (jig.  2). 

5.°  O  ponto  de  reversão  de  segunda  espécie,  isto  é,  o  ponto  d'onde  partem  dois  arcos  de 
curva  cujas  secantes  tendem  para  a  mesma  direcção  da  tangente,  ficando  ambas  do  mesmo 
lado  da  tangente  (Jig.  3). 
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6."  O  noÕM,  isto  é,  o  ponto  em  que  se  cruzam  dois  ou  mais  arcos  de  curva. 
Vejamos  alguns  exemplos  de  curvas  em  que  se  encontram  os  pontos  singulares  que  vimos 
de  mencionar. 


(Fig.  2)  (Fig.  3) 

1."  Consideremos  primeiramente  a  curva  definida  pela  equação 


y-  —  X-  —  x'*  =  0, 


a^qual  dá 


y  =  ±x  v/l_a;2,    y'  =  ± 


y"  =  ± 


£c(2a;2  — 3) 


{\-x^-y 

Vê-se  por  meio  destas  egualdades  que  a  curva   tem  a  forma  indicada   na  figura  juncta. 

Y 


É  symetrica  relativamente  aos  eixos  das  coordenadas;  tem  um  nodo  em  O,  e  as  tangentes 
n'este  ponto  formam  ângulos  de  45°  com  os  eixos  das  coordenadas ;  tem  quatro  pontos  onde  o 

valor  absoluto  das  ordenadas-  è  máximo,  correspondentes  ás  abscissas  x  =  -^y~    e  a;  =  — ^  v  2; 

e  tem  quatro  pontos,  correspondentes  ás  abscissas  x  —  l  e  x  =  —  1,  onde  a  tangente  é  per- 
pendicular ao  eixo.  Cada  um  dos  arcos  que  se  cruzam  em  O  tem  n'este  ponto  uma  inflexão, 
e  a  curva  nào  tem  mais  pontos  de  inflexão  reaes. 

2."  Consideremos  em  segundo  logar  a  curva  representada  pela  equação 


(a  —  x)y-  =  x^\ 
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á  qual  se  dá  o  nome  de  cissoiãe  de  Diocles,  por  ter  sido  considerada  na  antiguidade  por  este 
geometra,  e  seja  a>0. 
Temos 


e,  por  meio  d'estas  equações,  vê-se   que  a  curva   tem  a  forma  indicada  na  figura  junta.   E 


symetrica  relativamente  ao  eixo  das  abscissas,  ao  qual  é  tangente  no  ponto  O,  e,  como  y  é 
imaginário  quando  x  é  negativo,  vé-se  que  tem  em  O  um  ponto  de  reversão  de  primeira 
espécie;  as  suas  ordenadas  augmentam,  quando  x  augmenta,  e  tendem  para  o  infinito,  quando 
X  tende  para  a,  sendo  porisso  a  recta  LK,  cuja  equação  éx  =  a,  asymptota  da  curva.  Quando 
é  x'^a,  y  é  imaginário. 

."  No  caso  de  ser  dada  a  equação 


?/2_2a;2  2/  +  £c*  +  a;-^  =  0, 


temos  as  egualdades 


y  =  a;2-j-a;2  i/H^,     y'  =  '2x±-^x\/  —  x,     y'  =  2±— /— a-, 


por  meio  das  quaes  se  vê  que  a  curva  tem  a  forma  indicada  na  figura  juncta.  A  cada  valor 
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que  se  dá  a  x  correspondem  dois  valores  reaes  para  y  e  y\  quando  £c<0,  dois  valores  ima- 
ginários, quando  a;>0,  e  dois  valores  eguaes  a  zero,  quando  a3=0;  logo  a  curva  tem  dois 
ramos,  que  se  encontram  no  ponto  O,  onde  são  tangentes  ao  eixo  das  abscissas.  Na  visinhança 
d'este  ponto  têem  estes  ramos  a  concavidade  voltada  no  sentido  das  ordenadas  positivas,  visto 
ser  positiva  a  quantidade  y" ,  quando  a;  =  0;  e  porisso  a  curva  tem  em  O  um  ponto  de  re- 
versão de  segunda  espécie.  O  ramo  inferior  tem  um  ponto  onde  a  ordenada  é  máxima,  o  qual 

corresponde  ao  valor  x  —  — ^j^  da  abscissa,  um  ponto  de  inflexão,  que  corresponde  ate  =  —     .    , 

e  corta  o  eixo  das  abscissas  no  ponto  onde  a;  =  — 1. 
4.°  No  caso  de  ser  dada  a  equação 

J/2—  a;^  +  £c^  =  0, 
temos 

3x— 2 


e  portanto  a  curva  tem  um  ponto  real  na  origem  das  coordenadas,  e  é  imaginaria  na  visi- 
nhança d'este  ponto,  que  é  porisso  um  ponto  isolado,  onde  se  cortara  duas  tangentes  imagi- 
narias conjugadas.  Os  outros  pontos  reaes  da  curva  correspondem  aos  valores  de  x  desde  1 
até  o?.  Estes  pontos  formam  um  ramo,  symetrico  relativamente  ao  eixo  das  abscissas,  que, 
partindo  do  ponto  (1,  0),  onde  corta  perpendicularmente  este  eixo,  se  estende  até  ao  infinito, 
affastando-se  constantemente  dos  dois  eixos  das  coordenadas. 

5."  Consideremos  agora  a  curva  transcendente  representada  pela  equação 

y  v-\-*'°}=x. 

Quando  x  tende  para  O,  y  tende  para  O,  ^-  tende  para  1,  se   a:<[0,    e  tende  para  O,  se 

£c>0.  Logo  a  curva  tem  na  origem  das  coordenadas  um  pionto  anguloso,  e  uma  das  tangentes 
coincide  com  o  eixo  das  abscissas  e  a  outra  forma  um  angulo  de  4õ"  com  este  eixo. 
6."  Consideremos  finalmente  a  curva  representada  pela  equação 

y  --=  «logaj. 

Como  y  é  real,  quando  a7>0,  é  imaginário,  quando  x<0,  e  tende  para  O  (n."  129-11), 
quando  x  tende  para  O,  vê-se  que  esta  curva  tem  um  ponto  de  sus2}ensão  na  origem  das 
coordenadas  ('). 


(')  Podem  vêr-se  muitos- exemplos  de  determinações  de  pontos  singulares  e  diversos  modos  de  os  obter 
no  nosso  Tratado  de  las  curvas  especiales  notables,  já,  mencionado  so  n."  91. 
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I.  Supponhamos  que  F(x,  o;)  =  0  é  a  equação  da  curva  dada  e  que  a  funcçào  F  (x,  y) 
tem  um  único  valor  correspondente  a  cada  grupo  dos  valores  de  x  e  y.  Estão  n'este  caso 
as  curvas  algébricas  e  também  muitas  curvas  transcendentes. 

A  indagação  dos  pontos  singulares  d'esta9  curvas  baseia-se  no  theorema  seguinte,  que  é 

uma  simples  traducção  geométrica  do  theorema  1."  do  n."  76: 

BF       ôF 
Se  a  funcçào  F  {x,  y)  e  as  derivadas  -^  e  ^^ —  forem  continuas,  os  pontos  singulares  da 


curva  dada  satisfazem  ás  equações 


ox  tíy 


Em  virtude  deste  theorema,  para  achar  os  pontos  singulares  da  curva  plana  dada,  devem 

procurar-se  os  valores  de  a;  e  y  que  satisfazem   á  equação  da  curva   e  tornam  as  derivadas 

6F        cF 

-s —  e  -.—  descontinuas  ou  nullas. 
Cx         cy 

Seja  (xq,  z/q)   um  systema  d'estes  valores.   Para  conhecer  a  espécie   do  ponto  singular 

(^o>  y^i  proc"fe-se  quantos  valores  reaes  tem   y  na  visinhança  do  ponto  considerado,  para 

saber  quantos  arcos  de  curva  se  encontram  n'este  ponto,  e  depois,  para   cada   arco,  o  valor 

que  n'este  ponto  tem  y\  para  ver  se  os  arcos  que  se  encontram   no  ponto   (aj^,  y^    têem  ou 

não  a  mesma  tangente,  e  o  signal  que  tem  y'^,  para  saber  a  direcção  para  onde  está  voltada 

a  concavidade  do  arco  (n."  88).  Estas  questões  resolvem-se  facilmente  quando  a  equação  da 

curva  pôde  ser  resolvida  relativamente  a  y  ou  a  a;^    como   se  viu   nos  exemplos  precedentes. 

II.  Se  a  equação  F  {x,  ^)  =  O  não  poder  ser  resolvida  relativamente  a  jí  ou  a  x,  póde-se 
determinar  a  forma  da  curva  na  visinhança  dos  pontos  singulares  por  um  methodo,  devido  a 
Newton,  que  vamos  espôr  succintamente. 

Tome-se  o  ponto  singular  considerado  para  origem  das  coordenadas  e  seja  F|  (a;,  ^)=0  a 
equação  da  curva,  referida  á  nova  origem. 

Pondo  n'esta  equação  y  =  zx/',  a  representando  uma  constante  positiva  e  z  uma  nova  va- 
riável dependente,  teremos  a  egualdade  Ft  (a;^  20:^)  =  0.  Determinando  depois  a  de  modo  que 
em  dois  termos  d'esta  equação,  pelo  menos,  tenha  x  o  mesmo  expoente  e  que  este  expoente 
seja  menor  do  que  o  que  tem  x  nos  outros  termos  (o  que  se  pôde  fazer  por  tentativas  ('), 
egualando  os  expoentes  de  x  dois  a  dois  e  regeitando  os  valores  de  a  que  forem  negativos  ou 
levarem  a  resultados  que  não  satisfaçam  á  condição  precedente)  e,  substituindo  este  valor  de 
a  na  equação  F)  {x,  zx'')=0,  virá,  para  determinar  z,   uma  equação   da  forma  F2  (a;,  z)  =  0. 

cF-»  (x  z) 
Sejam  zi,  z*,  ...   as  raizes  reaes  da  equação  Fj  (O,  z)  =  O,  e  supponhamos  que  — ^-;r-^ — 


(•)  Newton  indicou,  debaixo  de  fornia  geométrica,  um  methodo  regular  para  resolver  esta  questSo,  ao 
qual  Minding  deu  forma  algébrica  em  um  trabalho  publicado  no  tom.  xxii  do  Jornal  de  Crelle. 
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é  difFerente  de  zero  nos  pontos  (x=0,  z  =  zi,  zj,  .  . .),  único  caso  que  aqui  será  estudado. 
N'este  caso  z  é  (n."  76)  uma  funcção  real  de  x^  na  visinhança  de  cada  um  d'estes  pontos, 
que  admitte  derivadas  finitas  de  todas  as  ordens;  pôde  portanto,  na  visinhança  do  ponto 
(x  =  0,  z=zi),  ser  desenvolvida  pela  fórmula  de  Maclaurin,  o  que  dá 

z  =  Zi  +  s'iX  +  —z-x^-ir..., 

representando  por  zí,  z",  ...   os  valores  que  tomam  z',  z",   ...  no  ponto  (se  =  O,  z  =  Zj). 
Temos  depois 


^  =  ÍC"  í Z;  +  ZiX  +  -^z'i  X^  +  .  . 


Derivando  duas  vezes  esta  equação  relativamente  a  x,  obtêem-se  duas  equações,  por  meio 
das  quaes  se  determinam  o  valor  de  y'  no  ponto  (x  =  0,  y  =  0)  e  o  signal  de  y"  na  visinhança 
d'este  ponto,  e  portanto  a  tangente  n'este  ponto  ao  ramo  da  curva,  correspondente  á  raiz  z, 
considerada,  e  a  direcção  para  onde  este  ramo  volta  a  concavidade  na  sua  visinhança. 

Considerando  todos  os  ramos  da  curva,  correspondentes  aos  números  zi,  z»,  . . .,  conhece-se 
a  forma  da  curva  na  visinhança  do  ponto  singular  considerado  ('). 

Exemplo.  A  curva  representada  pala  equação 

f-—x^-  +  x^-y^+y''=^0 

tem  na  origem  das  coordenadas  um  ponto  singular.   Para  determinar  a  forma  da  curva  na 
visinhança  d'este  ponto,  ponha-se  y=zas^,  o  que  dá 

z2  a;2«  —  a;- +  £c3  -  z3 -c3<=  +  z*  íc*"  =  O ; 

portanto  temos  primeiramente,  para  determinar  a,  a  equação  2a  =  2,  que  dá  a=  1,  e  depois, 
para  determinar  z,  a  equação 

Pondo  a;  =  O  n'esta  equação  e  suas  derivadas,  vem 

z  =  l,         z'  =  0,     z"  =  -l,  ... 

Z  =  -],       2'=1,       Z"=-1,   ... 


(')  O  problema  que  tem  por  objecto  a  indagação  dos  pontos  singulares  das  curvas  planas  foi  estudado 
por  L'Hopital,  De  Gua,  Euler,  etc.j  Cramer  occupou-se  d'elle  com  largueza  na  sua  Introduclion  à  1'analyse 
des  lignes  courbes,  onde  se  pôde  estudar  desenvolvidamente  o  methodo  que  vem  de  ser  indicado. 
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Na  visinhança  do  ponto  (x  =  0,  y  =  0)  temos  pois 

7j  =  x{í  —  YX'  +  ...J,     7j  =  x{  — í-tx  — -^x* -}-...  j, 

O  que  mostra  que  no  ponto  considerado  se  cortam  dois  ramos  da  curva,  cujas  tangentes  fazem 
ângulos  de  40°  com  o  eixo  das  abscissas,  e  que  o  primeiro  d'este3  ramos  tem  n'este  ponto 
uma  inflexão. 

137.  Pontos  nwUiplos.  —  Consideremos  ainda  a  curva  cuja  equação  é  F(a;^  y)  =  O  e  o 
ponto  (xg,  1/q)  d'esta  curva,  e  snpponhanios  que  a  funcção  F(.r^  i/)  admitte  derivadas  parciaes 
de  primeira  ordem  relativamente  a  x  e  a,  i/^  continuas  no  ponto  (íCq,  t/q).  Se  uma  d'estas  deri- 
vadas, pelo  menos,  não  é  nuila  no  ponto  (íTq,  t/q),  este  ponto  diz-se  simples. 

T..        ^     ■■    ■  ,     •     :,       c2F       Ô^F  Ò^F 

bupponliamos  agora  que  r  íx,  ii)  aduiitte  as  derivadas    ,  ,,  ,  -tt — ^^^ —  e     -  ^  >  continuas  no 
'^'^  o        T  V      ^,  g^^      dxcy         oy^ 

ponto  {Xq,  y^).  Se  uma  d'esta3  derivadas,  pelo  menos,  não  é  nuUa  no  ponto  (a-Q,  y^)  e  as  deri- 

cF       cF 
vadas  de  primeira  ordem  -^r—  e  -^—  são  nuUas  n'este  ponto,  dizse  que  o  ponto  {Xq,  y^  é  duplo. 

Em  geral,  supponhamos  que  as  derivadas  parciaes  da  funcção  ¥  {x,  y)  até  á  ordem  n  são 
todas  continuas  no  ponto  (.i-,,,  y^.  Se  nma,  pelo  menos,  das  derivadas  de  ordem  n  não  é  nulIa 
no  ponto  (xq,  ?/q)  e  se  as  derivadas  de  ordem  inferior  a  n  são  todas  nullas  n"este  ponto,  diz-se 
que  (a?p,  y^  é  um  ponto  múltiplo,  cujo  grau  de  multiplicidade  é  n. 

Supponhamos  que  a  equação  proposta  é  algébrica  e  do  grau  »),  e  que /(a;,  y)  =  O  é  outra 
equação  algébrica  do  grau  ///,  cujos  coefficientes  são  constantes  arbitrarias,  excepto  um,  que 
é  determinado  pela  condição  de  a  curva  passar  pelo  ponto  (íCq,  y^.  Supponhamos  também 
que  se  excluem  dos  valores  dados  a  estas  constantes  aquelles  que  annullam /,  (a*^,  ?/q).  A 
equação  f{x,  y)  =  0  determina  y  como  funcção  de  x,  na  visinhança  do  ponto  Xq,  e  esta  funcção 
admitte  derivadas  de  todas  as  ordens  (n."  76-1.").  Temos  pois,  fondo  x  —  Xf,  =  h,  repre- 
sentando por  's{x)  esta  funcção  e  attendeiido  á  egualdade  F  (o^q,  2/^1=0, 

5F    ,    cF     ,  ,    . 


\      ^  L  oa:o         ox^oya  ■  cya  oyo 

Esta  equação  leva  á  determinação  dos  pontos  em  que  se  cortam  as  duas  curvas  conside- 
radas na  visinhança  de  (Xq,  y^),  visto  que  determina  h  e  depois  as  equações  x=r^-'rk  e 
y  =  '-p(j)  determinam  as  coordenadas  d"cstes  pontos.  Um  d'elles  é  o  ponto  (Xq,  y^). 

cF       cF 
Se  (tq,  yp)  é  um  ponto  simples  da  curva,  uma  das  quantidades    —  e é  diíferente  de 

zero,  e  portanto  a  equação  anterior  tem,  em  geral,  uma  uniea  raiz  egual  a  zero.   Logo,  em 
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virtude  de  um  tlieorema  bem  conhecido  da  theoria  da  eliminay.ão  algébrica,  as  curvas  cortam- 
se,  em  geral,  em  mm'—l  jjontos,  reaes  ou  imaginários,  differentes  do  ponto  (ajg,  y^,  e  não 
podem  cortar  se  em  maior  numero  de  pontos. 

Se  (a-Q,  ^o)  é  um  ponto  duplo  da  curva,  as  quantidades  -^ —  e  ~ —  são  nuUas,  e   a  equação 

precedente  tem,  em  geral,  duas  raizes  eguaes  a  zero.  Logo  as  curvas  consideradas  cortam-se, 
em  geral,  em  mm  —2  pontos,  reaes  ou  imaginários,  differentes  do  ponto  (Tq,  y^,  e  não  podem 
cortar-se  em  maior  numero  de  pontos. 

Continuando  do  mesmo  modo,  vê-se  que,  se  (a;^,  y^)  é  ura  ponto  múltiplo,  cujo  grau  de 
multiplicidade  é  n,  as  curvas  consideradas  cortam-se,  em  geral,  em  mm!  —  n  pontos,  differentes 
do  ponto  (j-Q,  ^„),  e  não  podem  cortar-se  em  maior  numero  de  pontos. 

Vê-se  pois  que,  nas  questões  em  que  se  procura  o  numero  de  pontos  em  que  a  curva  cuja 
equação  èf{x,  ?/)  =  O  corta  a  curva  cuja  equação  é  Y  {x,  y)  =  0,  cada  ponto  duplo  equivale 
a  dois  pontos  simples,  cada  ponto  triplo  equivale  a  três  pontos  simples,  etc.  Estas  conside- 
rações têem  uma  importância  considerável  no  Calculo  integral. 

A  doutrina  que  precede  tem  ainda  logar  quando  o  ponto  (.Tq,  ?/q)  é  imaginário.  Veremos, 
com  efteito,  n'outro  logar  que  o  theorema  1."  do  n.°  7G,  que  lhe  serve  de  base,  tem  logar  no 
caso  das  variáveis  imaginarias. 

I.  E  conveniente  ainda  observar  que,  no  caso  de  (Xg,  y^)  ser  um  ponto  simples  e  'f  (x) 
satisfazer  á  condição 


dUo 

a  equação  (1)  dá  para  h  dois  valores  eguaes   a  O,  e  mostra  portanto  qne   n'este  ponto  estão 
reunidos  dois  pontos  de  intersecção  das  curvas  consideradas.  E  fácil  de  ver  que  esta  equação 
coincide  com  a  que  exprime  que  as  curvas  têem  um  contacto  de  primeira  ordem  no  ponto  (y^,  yg). 
Se,  além  d'esta  equação,  tiver  logar  a  seguinte 

ô^F  P'-F  f^F  dF 

no  ponto  (xq,  ?/(,)  estão  reunidos  três  pontos  de  intersecção  das  curvas.  E  fácil  também  vêr 
que  esta  equação  coincide  com  a  que  exprime  que  as  curvas  consideradas  têem  um  contacto 
de  segunda  ordem  no  ponto  (íTq,  j/,,). 

Continuando  do  mesmo  modo,  vê-se  que,  se  as  cii7'vas  tiverem  no  ponto  (a-Q,  y^)  um  contacto 
de  ordem  p,  neste  ponto  estão  reunidos  p -\-  1  pontos  de  intersecção  das  curvas. 

Supponhamos  agora  que  {x^,  y^)  é  um  ponto  duplo.  N'este  caso,  se  for 

dW  c-F  d-F 
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a  equação  (1)  d;í  para  h  três  valores  cgiiaes  a  0;  portanto  n'este  ponto  estão  reunidos  três 
pontos  de  intersecção  das  curvas  consideradas. 

Continuando  do  mesmo  modo.  acliani-se  as  condições  para  que  no  ponto  duplo  {cc^^,  v^) 
estejam  reunidos  quatro,  cinco,  etc.  pontos  de  intersecção  das  curvas. 

Estas  considerações  podem  ser  facilmente  estendidas  aos  pontos  tiiplos,  quádruplos,  etc. 

II.  .Vppiiquemos  as  considerações  pi-ecedentes  ao  caso  de  se  cortar  a  curva  F (x,  y)=0 
pela  recta  y  —  ?/q  =  A  {x — a'(,). 

Se  («Q,  ?/q)  ó  um  ponto  simples  e  a  recta  tem  com  a  curva  n'este  ponto  um  contacto  de 
ordem  p,  no  ponto  (.t^,  y^  estão  reunidos  p  r  1  pontos  de  intersecção  da  recta  com  a  curva. 

Se  («d,  yy)  c  uni  ponto  duplo  e  tem  logar  a  condição 

o^F  ô^F  d-F 

ói-ã  àx^,úy^  c% 

no  ponto  (Xq,  Wy)  estão  reunidos  três  pontos  de  intersecção  da  recta  com  a  curva.  Esta  equação 
dá  dois  valores  para  A,  aos  quaes  correspondem  duas  rectas  que  satisfazem  á  condição  pre- 
cedente e  que  são  determinadas  pela  equação 

e^F  ô"-F  ô-F 

-^^ (a;-a;o)2+  2  j-—-{x-Xq)  {y-y^)  +  -y^  {y-yo?  =  ^, 

que  resulta  de  eliminar  A  entre  a  ultima  equação  e  a  equação  y  —  ?/q  =  A  (a;  —  «■q).  A  estas 
rectas,  cujos  coefficientes  angulares  coincidem  com  os  valores  que  se  obtêem  para  ij  deri- 
vando duas  vezes  a  equação  F(a;,  y)  =  0  relativamente  a  .t  e  pondo  no  resultado  x  =  Xq 
&y  =  yo,  dá-se  o  nome  de  tangentes  á  curva  no  ponto  duplo  considerado.  Estas  tangentes 
coincidem  quando  as  raizes  da  equação  que  determina  A  são  eguaes. 

Os  pontos  duplos  que  vimos  de  considerar  dizem-se  ordinários,  e  dá-se  o  nome  de  nodos 
áquelles  em  que  as  tangentes  são  distinctas,  e  o  de  jyontos  de  reversão  áquelles  em  que  estas 
tangentes  coincidem,  estendendo  assim  a  significação  destas  palavras,  antecedentemente  em- 
pregadas, de  modo  a  considerar  os  pontos  reaes  e  imaginários,  e  as  tangentes  reaes  e  ima- 
ginarias das  curvas. 

Se  algum  dos  valores  de  A  annullar  o  coefficiente  de  h^  em  (1),  no  ponto  (x^,  y^)  estão 
reunidos  mais  de  três  pontos  de  intersecção  da  curva  com  a  tangente  correspondente  ao  valor 
de  A  considerado. 

As  tangentes  á  curva  nos  pontos  triplos,  quádruplos,  etc,  determinam-se  do  mesmo  modo. 

Estendendo  a  significação  das  palavras,  ponto  singular,   empregadas  no  numero  anterior 
para  designar  certos  pontos  reaes,  dizem-se  singulares  todos  os  pontos  múltiplos  das  curvas 
consideradas,  devendo  ainda  notar-se  que  alguns  auctores  abrangem  n'esta  designação  também 
os  pontos  de  inflexão  e  os  de  ondulação. 
» 
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Suppozemos  no  que  precede  que  a  equação  F  {x,  y)=0  da  curva  dada  é  algébrica :  é 
porém  fácil  estender  esta  doutrina  ao  caso  era  que  esta  equação  é  transcendente,  comtanto 
que  a  funeçào  F{x,  y)  seja  susceptível  de  ser  desenvolvida  segundo  as  potencias  inteiras  e 
positivas  de  a-  — a?,,  e  y—y^^. 

138.  Supponhamos  agora  que  a  curva  dada  é  representada  pelas  equações  a;  =  o(f)  e 
y  =  à  (í),  que  (íTji,  ^f,)  sào  as  coordenadas  de  um  ponto  d'esta  curva,  correspondente  ao  valor 
/,,  da  variável  independente  t,  e  que,  na  vesinhança  d'este  ponto,  temos 

x=x^^{t- 1,)  i  (/„) +\{t-  t,r-  f  (ío) + . . . , 

A  recta  representada  pela  equação 

corta  a  curva  considerada  nos  pontos  correspondentes  aos  valores  do  t  dados  pela  equação 

(/  - 1,)  [ki  {Q  +  B  -y  (/„)]  +  Y  ^'  -  'o'»'  [A?"  ('o)  +  Bi"  m  + . . .  =  O, 

a  qual  mostra   que  em   (a-^^,  y^)   estão  reunidos  dois,  pelo  menos,   d'aquelles  pontos,   quando 
é  satisfeita  a  condição 

A?'(/„)+B'i'(g  =  0. 

N'este  caso  a  recta  tem  para  equação 

{x  -  x„)  è'  (r^)  -{y-  y,)  -s'  (f„)  =  O 

e  é  tangente  á  curva  no  ponto  (x^,  y,,). 

Se  porém  for  ■^' [f^^)  =  0  e  ò'(<u)==0,  todas  as  rectas  que  passam  pelo  ponto  considerado 
têem  duas  das  suas  intersecções  com  a  curva  reunidas  n'aquelle  ponto,  exceptuando  aquella 
cujos  eoefficientes  satisfazem  á  condição 

A?"(/,)^B-y'(g  =  o, 

a  qual  tem,  pelo  menos,  três  das  suas  intersecções  com  a  curva  reunidas  no  referido  ponto. 
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N'este  caso  o  ponto  (x^^,  y„)  é  singular,  e  a  recta  representada  pela  equação 

(a;-a-,).f'(g-(y-y„)'^^'(g  =  0 

é  a  tangente  á  curva  n'este  ponto. 
E  fácil  continuar  esta  discussão. 
Assim,  por  exemplo,  no  caso  da  cycloide,  cujas  equações  são  (n.°  91-111) 

x  =  r{t  —  sen<),     ^=)-(l — cosi). 
Por  ser 

x' =  r{\ — cos<),     y'  =  rsen?, 
íc"  =  )-sení,  y  =  ?-cosí^ 

vê-se  que  a  curva  tem  um  ponto  singular  correspondente   a  í  =  O,   e  que  a  equação  da  tan- 
gente n'este  ponto  é  a;  =  0,  como  já  se  sabia. 

139.  Transformações  algébricas.  —  Duas  curvas  dizem-se  transformadas  uma  da  outra 
quando  os  pontos  das  duas  curvas  estão  ligados  de  tal  modo  que,  sendo  dada  uma,  a  outra 
fica  determinada.  Se  esta  ligação  c  estabelecida  por  meio  de  relações  algébricas  entre  as 
coordenadas  dos  dois  pontos,  a  transformação  diz-se  algébrica.  O  estudo  desenvolvido  d'esta9 
transformações,  que  deu  origem  a  bellos  e  importantes  trabalhos  de  Poncelet,  Chasles,  Cre- 
mona,  Lie,  etc,  deve  ser  feito  nas  obras  especialmente  consagradas  á  Geometria.  Aqui  vamos 
apenas  dar  algumas  indicações  succintas  sobre  duas  d'ellas  que  têem  maior  importância. 

I.  A  primeira  transformação  que  vamos  considerar,  conhecida  pela  designação  de  homo- 
graphica,  ó  aquella  em  que  as  coordenadas  (o;,  y)  e  (X,  Y)  de  dois  pontos  correspondentes 
das  duas  curvas  {l)  e  (f)  estão  ligados  pelas  relações 

ax-\-by-\-c  a'x  -f  b'y  -\-  c' 

2)x-\-qy-\-r'  px  +  qy+r 

Esta  transformação  goza  das  seguintes  propriedades  fundamentaes: 

1.»  As  variáveis  [x,  y)  podem  expi-imir-se  vm  fuiíeção  de  (X,  Y)  por  meio  de  relações 
que  têem  a  mesma  forma  que  as  precedentes. 

2."  A  transformada  de  qualquer  recta  é  outra  recta. 

3."  Se  o  ponto  {x,  y)  de  uma  curva  (l)  tender  para  o  ponto  {x',  y'),  o  ponto  (X,  Y)  de  (l'), 
correspondente  a  (x,  y)\  tende  para  o  ponto  correspondente  a  [x ,  y),  no  caso  de  x'  e  y  não 
annullarem  o  denominador  das  expressões  de  X  e  Y. 

Resulta  do  que  precede  que,  se  um  ponto  A  de  (l)  tender  para  o  ponto  Aj,  o  ponto  B 
da  outra  curva,   correspondente  ao  primeiro,    tende  para   o  ponto   Bi,   correspondente  ao 
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segnmlo,  e  as  rectas  A  Ai  e  BB,  tendem  para  as  tangentes  nos  pontes  A  e  Ai  ás  duas  cur- 
vas ;  e  portanto  que  a  tangente  a  (V)  no  ponto  (X,  Y)  é  a  ii-ansformada  da  tangente  a  (l)  no 
jíonto  (t,  y).  Se  (l)  tiver  em  um  ponto  m  tangentes,  distinctas  ou  coincidentes,  a  outra  curva 
tem  também,  no  ponto  correspondente,  ni  tangentes,  distinctas  ou  coincidentes,  e  os  dois 
pontos  são  ambos  múltiplos  de  ordem  m,  e  têem  o  mesmo  numero  de  tangentes  coincidentes. 

Do  mesmo  modo,  se  uma  recta  cortar  a  curva  (l)  em  n  pontos,  a  sua  transformada  corta 
a  outra  curva  em  n  pontos,  correspondentes  aos  primeiros,  que  coincidem,  quando  os  pri- 
meiros coincidirem.  Logo  aos  pontos  de  inflexão  e  ondulação  de  Q.)  correspondem  j^ontos  da 
mesma  natureza  em  (V). 

A  transformação  que  vimos  de  considerar  tem  uma  representação  geométrica  muito  notá- 
vel :  cada  curva  é  a  perspectiva  da  outra,  vista  de  um  ponto  convenientemente  escolhido. 
Pode  vêr  se  uma  demonstração  muito  simples  d'esta  proposição  em  uma  nota  coUocada  no  fim 
do  nosso  Tratado  de  las  curvas  especiales  noiahles.  Pode  vêr-se  no  mesmo  logar  a  demonstração 
de  que  a  transformação  que  vimos  de  considerar,  equivale  á  transformação  de  Newton: 

X  X 

e  a  mudanças  dos  eixos  das  coordenadas  a  que  estão  referidas  as  duas  curvas. 

II.  A  segunda  transformação  que  vamos  considerar  é  aquella  em  que  as  coordenadas 
dos  pontos  das  duas  curvas  estão  ligadas  pelas  relações 

^_jn^oe_      v_    m^y 
x-  +  y-  x-  +  y' 

ou,  em  coordenadas  polares,  p  e  pi  representando  os  vectores  do  ponto  (a'^  y)  e  do  ponto 
(X,  Y)  correspondente,  para  o  mesmo  valor  do  angulo  6  que  formam  com  o  eixo, 

p&i  ^  m^. 

A  esta  transformação  dá-se  o  nome  de  transformação  por  raios  vectores  recíprocos,   a  m- 
dá-se  o  nome  de  módulo  da  transformação,   e  cada  uma  das  curvas  diz-se  inversa   da  outra. 
Vamos  indicar  algnraas  propriedades  fundamentaes  d'esta  transformação. 
1."  A  recta  cuja  equação  é 

AY  +  BX  +  C  =  0 

transforma- se  na  linha  representada  pela  equação 

mHAx  +  By)  +  C{x'-  +  y'-)  =  0, 
isto  é,  em  um  circulo,  quando  C  é  diíferente  de  zero,  em  um  recta,  quando  C  =  0. 
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2."  O  circulo  cuja  equação  é 

X2  +  Y^  -  2aX  -  23  Y  =  R2  -  «2  _  0^2 

transforma-se  no  circulo  representado  pela  equaç.ão 

(R2  _  „2  _  8-2)  (a;í  +  f)  +  2/n2  («a;  +  p^/)  -  m*  =  O, 

quando  11'^  —  a-  —  [5*  é  diíferente  de  zero,  e  eui  uma  recta,  no  caso  contrario. 

3."  Os  ângulos  formados  pelos  vectores  dos  pontos  eori-espondentes  das  duas  curvas  com 
as  tangentes  respectivas  são  determinadas  pelas  fórmulas  (n."  86-IV) 

prfe       ^  çidd 

tang  to=  -S— ,     tang  toi  =  •*-; — 
ap  rfpi 

Substituindo  na  ultima  pi  pelo  valor  dado  pela  equação  ppi  =  Hi-,  vem 

ode 
tang  101=  — —j —  =  —  tang  co. 

Logo  os  dois  vectores  formam  ângulos  eguaes  com  a  recta  que  une  os  pontos  correspon- 
dentes, ficando  porém  um  de  cada  lado  d 'esta  recta. 

Como  coroUario  do  que  precede  conclue-se  que,  se  duas  curvas  se  cortam  em  um  ponto  A, 
as  curvas  inversas  cortam-se  no  ponto  correspondente  B,  e  as  tangentes  ás  segundas  em  B 
formam  um  angulo  egual  ao  que  formam  as  tangentes  ás  primeiras  em  A.  Em  particular, 
se  duas  curvas  forem  tangentes  era  A,  as  inversas  são  tangentes  no  ponto  B  correspondente. 

4."  Viu-se  já  que,  se  (a,  [i)  representam  as  coordenadas  de  um  foco  de  uma  curva,  as 
rectas  representadas  pelas  equações 

Y-3  =  ±í(X-a) 

são  tangentes  á  curva.  Mas  as  equações  das  rectas  inversas  são 


e  estas  rectas  são  tangentes  á  curva  inversa.  Logo  os  focos  de   uma  curva  são  os  pontos  in- 
versos dos  focos  de  curva  inversa. 
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II 
CuiTas  no  espaço 

140.     Contacto  de  duas  curvas  no  esjjaço.  ■ —  Sejam 

y  =  f(x),  ■  z  =/,  (x) ;     Y  =  F  (X),     Z  =  Fi  (X) 
as  equações  de  duas  curvas   no   espaço,    que   se  cortem  no  ponto  M,  cujas  coordenadas   são 


A 


X 


{xn,  ?/,),  Zf^).  A  distancia  BA,  que  representaremos  por  d,  de  dois  pontos  d'estas  curvas,  cor- 
respondentes á  mesma  abscissa  a',,  -\-h,  é  dada  pela  fórmula 


d=^/[F{x,  +  h)  -f\x,  +  h)f  +  [F,  (x,  +  k)  -f\  [X,  +  h)f. 

Se  d  for  infinitamente  pequeno  de  ordem  ?i  -f  1  relativamente  a  h,  diz-se  que  as  curvas 
consideradas  téem  no  ponto  (ac^,  r/^,  z,,)  um  contacto  de  ordem  n.  Vê-se,  como  no  n."  130, 
que  n'este  caso,  na  visinhança  do  ponto  dado,  as  curvas  se  approximam  mais  uma  da  outia 
do  que  de  qualquer  outra  curva  com  a  qual  tenham  um  contacto  de  ordem  inferior. 

Procuremos  as  condições  analyticas  para  que  as  curvas  dadas  tenham  um  contacto  de 
ordem  n  no  ponto  considerado.  Para  isso,  notemos  que  é  condição  necessária  e  sufficiente 
para  que  d  seja  infinitamente  pequeno  de  ordem  ?!  +  I ,  relativamente  a  h,  que  as  differenças 

«  =  F  (a-,,  +  K)  -f(x,  +  70,     P  =  Fí  (x,-,  +  h)  -/,  (x,  +  h) 

o  sejam,  ou  que  uma  seja  de  ordem  ?i  +  1  e  a  outra  de  ordem  superior.  Cora  effeito,  suppondo 
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que  unira  das  differenças  ó  da  ordem  ?i  -p  1  e  que  a  outra  é  da  ordem  n -f  1  -'r  h  temos  (n."  õ4) 

|3  =  Ã-+1  (A  4-  £),     a  =  h«  i  '■  H  (B  +  £'), 

onde  A  e  B  são  quantidades  finitas,  diíFerentes  de  zero,  e  s  e  s'  são  quantidadf  s  infinitamente 
pequenas  com  h;  t<  portanto 


d  =  /("+'  t/  (A  +  £)*  +  h^-'  [B  +  £')% 

d'onde  se  deduz  que  d  é  da  ordem  n^l  relativamente  a  /(. 

Reciprocamente,  se  d  for  da  ordem  n-\-  l  relativamente  a  !i,  uma  das  quantidades  a  ou  ,3 
é  da  ordem  n-\-l  e  a  outra  é  da  mesma  ordem  ou  de  ordem  superior;  porque,  se  a  que  é  de 
menor  ordem  fosse  de  ordem  m  differente  de  n-\-i,  também  d  seria  da  ordem  Wj  em  virtude 
do  que  vimos  de  demonstrar. 

Para  achar  pois  as  condições  analyticas  do  contacto  de  ordem  n,  basta  exprimir  que  uma 
das  quantidades  a  ou  |5  é  infinitamente  pequena  de  ordem  ?i  -}-  1  relativamente  a  h  e  que  a 
outra  ó  da  mesma  ordem  ou  de  ordem  superior.  Raciocinando  para  isso  como  no  caso  das 
curvas  planas  (n."  131),  acham-se  as  equações  de  condição 

f{x)  =  F  (x),  f  (x)  =  F'{x\  ...,  /(")  (x)  =  F(«)  ix), 
fi  (ar)  =  F,  (x),  f\  (03)  =  F;  {x),  . . .  jr  ix)  =  F[">  (x), 

a  que  deve  satisfazer  Xq. 

Vê-se  também,  como  no  caso  das  curvas  planas,  que,  se  tomarmos  para  variável  inde- 
pendente uma  nova  variável  t,  o  que  dá  a;  =  'f  (O,  y  =  'l^{t),  z  =  z(í),  Y  =  6(í)  e  Z  =  -(<),  as 
equações  de  condição  para  o  contacto  de  ordem  n  são 

2/=y,  y  =  Y',  ...,y) =¥("', 

z  =  Z,z'  =  Z',  ...,  z<'"=Z'"), 

j/j  z',  Y',  Z',  etc.  representando  as  derivadas  de  y,  z,  Y,  Z  relativamente  a  t. 

Se  uma  das  curvas  for  completamente  dada  e  as  equações  Y  =  F(X),  Z  — Fi(X)  repre- 
sentarem uma  faniilia  de  curvas,  a  curva  d'esta  fainilia  que  tem  com  a  curva  dada  um  con- 
tacto de  ordem  mais  elevada,  diz-se  osculadora  da  primeira.  Para  obter  esta  curva,  devem-se 
determinar  os  parâmetros  arbitrários  que  entram  nas  equações  Y'  =  F(X)  e  Z  =  F|(X),  cujo 
numero  supporemos  egual  a  2(n+l),  por  meio  das  equações  de  condição  precedentes. 

I.  Appliquemos  os  principies  anteriores  á  linha  recta,  isto  é,  procuremos  a  recta  que  passa 

MJI 
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pelo  ponto  (íc,  y,  z)   da  curva  representada  pelas  equações   y=f{:x)  e  2=/i(a;)    e   que    tem 
um  contacto  de  ordem  a  mais  elevada  possível  com  esta  curva. 

As  equações  da  recta  são  da  forma  Y  =  AX  +  B,  Z  =  CX  +  D,  e  podemos  portanto  deter- 
minar as  quatro  constantes  A,  B,  C  e  D  de  modo  a  satisfazer  ás  quatro  equações  necessárias 
para  o  contacto  de  primeira  ordem : 

?/  =  Aíc  +  B,  2  =  Cíc  +  D,  /'  {x)  =  A,  /i  (x)  =  C. 

Logo  as  equações  da  recta  pedida  são 

Y - y  =/' {x)  (K-x),Z-z=f\  (x)  (X - x), 

€  a  recta  coincide  portanto  com  a  tangente  á  curva  no  ponto  (x,  y,  z)  (n."  92). 

O  contacto  da  curva  com  a  tangente  é  de  primeira  ordem,  excepto  nos  pontos  que  satis- 
fazem ás  equações /"  (íc)  =  O  e/i'ía;)  =  0,  onde  é  de  ordem  superior  á  primeira. 

II.  Procuremos  em  segundo  logar  o  circulo  osculador  da  curva  representada  pelas  equa- 
ções x=o  (<),  ?/=  '>  (<)  e  z  =  r.(t)  no  ponto  (x,  y,  z). 

Como  toda  a  circumferencia  pôde  resultar  da  intersecção  de  uma  esphera  com  um  plano 
•que  passe  pelo  seu  centro  {a,  h,  c),  pode  esta  curva  ser  representada  pelas  equações 

(X  -  ay-  +  (Y  -  br-  +  (Z  -  cj»  =  R2, 
a(X-rí)-f  p(Y-6)  +  T(Z-c)  =  0. 

N'estas  equações  ha  seis  constantes  arbitrarias  distinctas,  que  vamos  determinar  de  modo 
a  satisfazer  ás  seis  equações  necessárias  para  que  a  circumferencia  e  a  curva  tenham  um 
contacto  de  segunda  ordem  no  ponto  (x_,  y,  z),  isto  é,  ás  equações  seguintes : 

!a{x-a)  +  ^{y-b)  +  -;{z-c)=^0, 
Lx'  +  [iy'  +  Yz'  =  O,     az"  +  ^y"  +  yz"  =  O, 
(b)  hx-ar-  +  {y-by  +  (z-cf  =  W', 

j(x  —  a)  x'  +  (y-  b)  y'  +  (z—  c)  z'  =  O, 

\(x  -  a)  x"  +  {y  -  b)  f  +  (z  -  c)  z"  +  s'^  =  O, 

onde  se  representa  por  s'^  a  somma  «'^ -f  ?/'- +  z'-. 

Eliminando  a,  [5  e  y  entre  a  segunda,   a   terceira   das  equações  precedentes  e  a  equação 


a(X-x)-fp(Y-2/)  +  T(Z-z)=0, 
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vem  a  equação 

(z'  f  -  y'  z")  (X  -  x)  +  {x'  z'<  -  z'x'-)  {Y-rj)^{y'  x"  -  x'  y")  (Z  -z)  =  <ô 

que  pertence  (n."  92-IV)  ao  plano  osculador  da  curva  no  ponto  {x,  y,  z).  Logo  o  circulo 
osculador  em  um  ponto  da  curua  está  no  plana  osculador  da  curva,  correspondente  ao  mesmo 
ponto. 

Como  o  ponto  (a,  h,  c)  está  no  plano  anterior,  temos  a  equação 

(2'  y"  -  rj  z")  (.r  -  a)  +  {x'  z"  -  -J  x")  {y-h)-\-  {y'  x"  -  x'  y")  {z-c)L  O, 

e,  em  seguida,  eliminando  a,  b  e  c  entre  ella  e  as  duas  ultimas  equações  (6), 

(B2^-CyK:    ;,_„_(C^_^1^  (Ay'-Bxy^- 

A-^  +  B^  +  C-^'     ^^      A-^  +  B-^  +  C^'  A^  +  B^i  +  C^ 

pondo,  como  no  n.°  93, 

A=z'2f-y'z",     B=x'z"-z'x",     C  =  y'x"-x'y". 

As  fórmulas  precedentes  determinam  as  coordenadas  do  centro  do  circulo  osculador. 
Substituindo  agora  os  valores  de  x  —  a,  y  —  b,  z  —  c  na  terceira  das  equaçijes  (b)  e  atten- 
dendo  á  egualdade 

(Bf  -  Cy'f-  +  (Cx'  -  Az'f-+{Áy'-Bx')^ 
=  (A«  +  B2  +  C-^W-  -  (Áx'  1-  By  +  Cs')  =  (A2  +  B2  +  C^)s"-, 

vem  a  fórmula 


R  = 


(A2  +  B2  +  C2)^ 

que  dá  o  raio  do  circulo  osculador.  Da  comparação  d"esta  fórmula  com  a  que  dá  (n."  93-1) 
o  raio  de  curvatura,  conclue-se  que  o  raio  do  circulo  osculador  de  uma  curva  em  um  ponto  dado 
é  egual  ao  raio  de  curvatura  da  curva  no  mesmo  ponto. 

Ao  circulo  que  vimos  de  considerar  dá-se  também  o  nome  de  circulo  de  curvatura  e  aO' 
seu  centro  o  de  centro  de  curvatura  da  curva  considerada.  As  expressões  das  coordenada» 
(a,  b,  c)  d'este  ponto  têem  uma  forma  muito  simples,  quando  se  toma  s  para  variável  inde- 
pendente. Substituindo,  com  effeito,  A,  B  e  C  pelos  seus  valores  nas  fórmulas  que  determinam 

• 
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aqiiellas  quantidades  e  attendendo  ás  relações 

^'2  ^  y  2  -L  2  2  _  1  ^     ^.  ^"  +  y  ^.'/  +  ^'  2'/  _  o, 
vem 

A  recta  que  une  o  ponto  (x^  y,  z)  da  curva  ao  centro  de  curvatura  correspondente  chama-se 
normal  principal.  A  recta  perpendicular  ao  plano  osculador,  tirada  pelo  ponto  {x,  y,  z),  chama-se 
binormal.  Adiante  nos  occuparemos  outra  vez  d'estas  rectas  importantes. 

141.  Entre  o  circulo  osculador  da  curva  dada  e  a  envolvente  dos  seus  planos  normaes 
existe  uma  relação  importante  que  vamos  considerar. 

A  equação  do  plano  normal  á  curva  dada  no  ponto  (x,  y,  z)  é  (n.°  92-III) 

{X-x)x'  +  (J-7j)y'  +  ÇL^z,z'  =  Q, 

e  portanto  a  equação   da  superficie  envolvente    das  posições   que  toma   este  plano,   quando  t 
varia,  é  dada  pela  eliminação  de  t  entre  a  equação  precedente  e  a  seguinte : 

(X  -  x)  x"  -f  (Y  -  y)  y"  +  (Z  -  2)  z"  =  s'K 

A  caracteristica  d'esta  superficie  que  passa  pelo  ponto  (x,  y,  z)  é  representada  por  estas 
duas  equações  e  esta  caracteristica  é  portanto  perpendicular  ao  plano 

AlX-x)  +  B(Y-y)^C{Z-z)  =  0, 

quando  entre  A^  B  e  C  existem  as  relações 

A.c'  +  By  +  Cz;'  =  O, 
Aa;"+By'  +  Cz"  =  0, 

isto  é,  ao  plano  osculador  da  curva  dada  no  ponto  considerado. 

Comparando  as  equações  da  mesma  característica  com  as  duas  ultimas  equações  (&),  vêse 
que  esta  recta  passa  jjelo  centro  (a,  h,  c)  do  circulo  osculador. 

Temos  pois  o  tlieorema  seguinte : 

As  rectas  perpendiculares  aos  planos  osciãaãores  de  uma  curva,  tirados  pelos  centros  dos 
circulos  osculadores,  formam  uma  superficie  planificavel,  que  coincide  com  a  superficie  envol- 
vente dos  planos  normaes  ã  mesma  curva. 
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Este  theorenia  ó  devido   a  Monge,   que   foi   quem  primeiro  considerou  esta  superfície,  á 
qual  deu  o  nome  de  superficie  polar. 

As  equações  da  aresta  de  reversão  da  superficie  polar  são  as  seguintes: 

Ç^-x)  x'  +  (Y-y)  y  +  (Z  -z)  z'=0, 
ÇÍ-x)x"-\-{Y-y)^/'  +  {Z-z)z"  =s'\ 
(X-a;)£c"'  +  (Y-2/)y"  +  (Z-2)2"'  =  3s's", 

que  determinam  as  coordenadas  (X,  Y,  Z)  dos  seus  pontos  em  funcção  da  variável  t. 


III 
Superíicies 

142.      Contacto  de  uma  curva  cora  uma  superficie.  —  Sejam 

Z  =  F(X,Y), 

ij  =  o  (a;),  z  =  c|>  («) 

as  equações  de  uma  superficie  e  de  uma  curva  que  se  cortam  em  um  ponto,  e  supponhamos 
que  ó  da  ordem  n  o  contacto  de  ordem  mais  elevada  que  a  curva  dada  tem  com  as  curvas 
traçadas  sobre  a  superficie.  N'este  caso  diz-se  que  a  superficie  e  a  curva  têem  no  ponto  con- 
siderado ttm  contacto  de  ordem  n.  E  fácil  achar  as  equações  de  condição  para  que  isto  se  dê. 
Notemos  para  isso,  primeiramente,  que  as  equações  de  condição  a  que  deve  satisfazer  a 
abscissa  do  ponto  considerado  para  que  a  curva  dada  e  a  curva  representada  pelas  equações 
Z  =  F(X,  Y),  Y  =  'f(X),  a  qual  resulta  de  projectar  a  primeira  sobre  a  superficie  por  meio 
de  rectas  parallelas  ao  eixo  dos  z,  tenham  n'este  ponto  um  contacto  de  ordem  n,  são  (n."  140) 

■n  r        /  \T       1  /  N   <^F  [a;,  'f  (x)]       , ,  .  .  d"  [x,  o  (x)]      ,  ..  ,  . 

F  [a;,  <?  (x)]  =  ^  (x), ^  j^;     '^  -  ^'  (x),  ...,  "~^r^  = '}'  ""  H- 

Notemos,  em  segundo  logar,  que  as  eqnações  de  condição  a  que  deve  satisfazer  a  abscissa 
do  mesmo  ponto,  para  que  a  curva  tenha  um  contacto  de  ordem  m  com  outra  curva  qualquer, 
coUocada  sobre  a  superfície,  e  representada  pelas  equações 

Z  =  F(X,  Y),     Y  =  Ô(X), 
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sao 

F  [x,  d  (x)]  =  '!^  (x),   ^^^^  =  f  (a;),  •  ■  • ,  ^^^,,.  =  1''""  («), 

e  (íc) = (p  (x),    e'  (íc)  =  'f'  (íc), . . .    6'"')  (íc)  =  cpi'")  (x). 

Basta  agora  attender  a  que  as  equações  contidas  na  primeira  linha  coincidem  (em  virtude 
das  que  entram  na  segunda)  com  as  equações  que  exprimem  que  o  contacto  da  curva  dada 
com  a  curva  especial  primeiramente  considerada  é  da  ordem  wí^  para  concluir  que  m  nào  pode 
ser  superior  a  n. 

As  condições  a  que  deve  satisfazer  a  abscissa  de  um  ponto  da  curva  dada,  para  que  n'elle 
tenha  um  contacto  de  ordem  n  com  a  superfície,  coincidem  pois  com  as  que  exprimem  que 
a  curva  tem  um  contacto  de  ordem  n  com  a  que  resulta  de  a  projectar  sobre  a  superfície 
por  meio  de  rectas  parallelas  ao  eixo  dos  z;  e,  pondo  F  [a?^  ^(a;)]  =/(a;),  podem  ser  escriptas 
do  modo  seguinte: 

f(x)  =  'Hx),     f'(x)  =  ^'(x),  ...,     fM(x)  =  ^M{x). 

Se,  tomando  t  para  variável  independente,  for  x  =  'f(t),  ?/  =  'Jj(í),  z  =  z(t),  vê-se  como  no 
n."  131  que  temos,  pondo  F  [<p  (<),  '\>  (í)]  =/(<), 

/(0  =  -(í],    f  {!)=-' (t),  ...,    fi'm)=TJ"){t). 

Logo,  para  achar  as  condições  do  contacto  de  ordem  n  da  curva  com  a  superfície,  basta 
substituir  na  equação  da  superfície  X,  Y  e  Z  por  x,  y  %  z,  formar  depois  as  derivadas  da 
equação  resultante,  relativamente  a  t,  até  á  ordem  v,  e  substituir  fínalmente  n'estas  equações 
t  pelo  valor  que  tem  esta  quantidade  no  ponto  considerado. 

Se  a  curva  for  completamente  dada  assim  como  a  espécie  da  superfície,  a  superfície  da 
espécie  considerada  que  tem  com  a  curva  um  contacto  de  ordem  mais  elevada  no  ponto 
{x,  y,  z\  diz-se  osculadora  da  curva  n'este  ponto.  Para  achar  esta  superfície,  basta  deter- 
minar as  constantes  arbitrarias,  cujo  numero  supporemos  egual  a  n+1,  que  enti-am  na 
equação  Z  =  (X,  Y),  de  modo  que  as  m  +  1  condições  precedentes  sejam  satisfeitas. 

I.  Procuremos  a  equação  do  plano  osculador  da  curva  x  =  '^  (í),  y  =  'i^  {t).  z^r.  (f)  no  ponto 
[x,  y,  z).  Temos  para  isso  de  determinar  as  constantes  que  entram  na  equação 

AX  +  BY  +  CZ  =  D 

de  modo  que  sejam  satisfeitas  as  equações  de  condição 

Aa;-f  B?/  +  Cz  =  D,   Aa,-' +  B^' +  Cs' =  O,   Ax"  +  B/ +  Cz"  =  O, 
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onde  a;',  y,  etc.  representara  as  derivadas  àe  x,  1/  e  z  relativamente  a  f;  o  que  leva  a  uma 
equação  que  coincide  com  a  equação  (5)  do  n."  92-1 V,  justificando  assim  a  designação  que  foi 
dada  ao  plano  estudado  n'esse  numero. 

O  plano  osculador  tem  com  a  curva  um  contacto  de  segunda  ordem,  excepto  no  caso  de 
as  coordenadas  do  ponto  satisfazerem  á  condição  que  resulta  de  eliminar  A,  B  e  C  entre  as 
equações  precedentes  e  a  seguinte : 

Ax"'  +  Bif'  +  Cz"'  =  0, 
isto  é,  á  condição 

x'         y         z     I 

íc"       f       z"   1^0. 
I  x'"       y'"       z"'  ! 


Os  planos  osculadores  da  curva  n'estes  pontos,  onde  a  torsào  é  nulla,  dizem-se  estacioná- 


rios. 


II.  Consideremos  ainda  a  esphera  osculadora  da  mesma  curva. 

Temos,  para  a  obter,  de  determinar  as  constantes  a,  ,3,  y  e  o,  que  entram  na  equação 


por  meio  das  relações 


{x-af    +(y_P)2     -f(z_Y)2     =f 
{x-a)x!+{y-<^)2/  +{z--^)z'  =0, 
{x-a)x"-^(y-^)y"  +(2-t)z"  =-«'», 
[x-  a)x"'+  {y-  p)y"+  (z-f)  z'"  =  -  3s'  s". 

Comparando  estas  equações  com  as  que  determinam  (n.°  141)  a  aresta  de  reversão  da 
superfície  polar  da  curva  dada,  vê-se  que  a,  ,3  e  f  satisfazem  a  estas  equações.  Logo  o  logar 
dos  centros  das  es2)heras  osculadoras  coincide  com  a  aresta  de  reversão  da  siiperficie  polar. 

Quando  t  =  s,  as  coordenadas  (a,  ,3,  7)  do  centro  da  esphera  osculadora  no  ponto  {x,  y,  z) 
da  curva  são  determinadas  pelas  equações 

y'z"'  —  z'y"'    „            z/x"'  —  x'z"'  x'y"'  —  v'a^" 

«  =  "-  — D-"-'  ^  =  ^ D '  ■=^-         D         ' 


onde  D  representa  o  determinante 
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x'"       y'" 


O  raio  p  da  esphera  considerada  é  dado  pela  fórmula 

143,      Contacto  de  duas  superjicies.  —  Sejam 

z  =  f{x,y\     Z  =  F(X,  Y) 
as  equações  de  duas  superfícies  que  se  cortam  no  ponto  {x,  y,  z)  e 

X-y  =  kÇ^-x) 

a  equação  de  um  plano  arbitrário,  tirado  por  este  ponto  perpendicularmente  ao  plano  xy. 

Se  as  duas  curvas  que  este  plano  determina  pela  sua  intersecção  com  as  superfícies  têem 
um  contacto  de  ordem  n  no  ponto  considerado,  qualquer  que  seja  a  posição  do  plano,  diz-se 
que  as  duas  superjicies  têem  no  pionto  (x,  y,  z)  um  contacto  de  ordem  n. 

Fava.  obter  as  condições  a  que  devem  satisfazer  as  coordenadas  do  ponto  dado  para  que 
isi,o  tenha  logar,  basta  notar  que  as  condições  para  o  contacto  de  ordem  n  das  curvas  cor- 
respondentes a  um  valor  determinado  de  A,  são 


'P(x,y}^f(x,  y), 
3/ 


ôF  ,  eF  . 

-p—  +  ^^  A  ^ 
ox        cy 


cx       dy 


Devendo  estas  equações  ter  logar  qualquer  que  seja  o  valor  de  A,  conclue-se  que  as  con- 
dições para  que  as  duas  superjicies  tenham  um  contacto  de  •primeira  ordem  no  ponto  {x,  y,  z) 
são 


F(x    u)-f(x   y)    ^  =  -^    ÔF^  e/-. 
*  (a-.  í/J-/(a;.yj,    a*        dx'  dy       dy' 
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qite  as  condições  para  que  as  duas  superjicies  tenham  um  contacto  de  segunda  ordem  no  ponto 
{x,  y,  z)  são,  além  das  precedentes^  as  seguintes: 

cx-  ^  Sí^'  dxdy  ~  8xòi/  Jf  ~  'hf  ' 
e  assim  successivamente. 

144.  Uma  superfieie  de  espécie  dada  Z  =  F(X,  Y)  diz-se  osculadora  de  uma  superfície 
dada  z=f(x,  y),  se  a  primeira  tem  com  a  segunda  o  contacto  de  ordem  mais  elevada  que 
as  superfícies  da  espécie  considerada  podem  ter  com  a  superfície  dada.  Se  a  superfície 
Z  =  F(X,  Y)  contem  m  censtantes  arbitrarias,  podemos  determinar  estas  constantes  de  modo 
que  as  superfícies  tenham,  em  geral,  um  contacto  de  ordem  n,  se  m  for  egual  ao  numero  de 
equações  necessárias  para  haver  contacto  de  ordem  n.  Se  for  menor,  pôde  esfabelecer-se  só 
um  contacto  de  ordem  inferior  a  n,  e  a  equação  fíca  ainda  com  algumas  constantes  arbitrarias. 

I.  A  equação  Z  =  AX  +  BY  +  C  contendo  três  constantes  arbitrarias,  pôde  o  plano  ter 
um  contacto  de  primeira  ordem  com  a  superfície  z-=  f{x,  y).  Para  achar  o  plano  que  satisfaz 
a  esta  condição,  determinem-se  as  constantes  arbitrarias  por  meio  das  três  equações  de  con- 
dição para  haver  contacto  de  primeira  ordem,  que  dão 

z  =  Aa;  +  Bv  +  C,     Á  =  ^,    B=-^: 
^  cx'  dy' 

portanto  a  equação  do  plano  osculador  da  superfície  é 

Z-.  =  f(X-.)  +  -|^(Y-,,, 

e  coincide  com  a  equação  do  plano  tangente  (n."  94). 

II.  Consideremos,  em  segundo  logar,  a  esphera 

(X  -  af  +  (Y  -  6)2+  (Z  -  c)2  =  R2. 

Podemos  dispOr  de  três  das  constantes  arbitrarias  que  contem  esta  equação,  de  modo  a 
satisfazer  ás  três  equações  de  condição  necessárias  para  que  esta  superfície  tenha  um  con- 
tacto de  primeira  ordem  com  a  superfície  z=f{x,  y). 

Para  obter  um  contacto  de  segunda  ordem,  é  necessário  que  a  equação  da  superfície 
Z  =  F(X,  Y)  contenha  seis  constantes  arbitrarias,  e  portanto  a  esphera  não  pode  ter  um 
contacto  de  segunda  ordem  com  a  superfície  dada,  excepto  em  alguns  pontos  particulares 
d'esta  superfície,  como  vamos  ver. 
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„     ,  ,  ^      ^  ,       ,  ^    ez    6Z     e^z      e-^z       e^z 

rara  haver  contacto  de  segunda  ordem,  os  valores  de  Z,  -;r^r^,  ^r^fri     -,-^,-,  ,    ^-.^  ^^^  e  — ktfs-» 
tirados  da  equação  da  esphera  e  das  equações 

X_a  +  (Z-c)||  =  0,  Y-6  +  (Z-c)||  =  0, 

SZ     cZ  c-Z         „ 

6Y-ãX+(^-^)-6XãY=^' 

devem  ser  eguaes  respectivamente  a  f(x,  ?/),  -~,  -^,  -~,       •:    e — =y,  quando  n'elias  se  faz 
X  =  a;e  Y  =  y,  o  que  dá  as  equações  de  condição 

cx  (jy 

■    >+(f)'+(^-'>-Í=«.'+(f)^<^-«)f=«. 

As  quatro  primeiras  equações  servem  para  determinar  as  constantes  arbitrarias  a,  h,  c  e  R. 
As  duas  ultimas,  eliminando  z  —  c  por  meio  da  quarta,  dão  as  equações 


ôa;     ôy     ca;-       [.         Vaaj/  J   ôa;ay 


a  que  deve  satisfazer  o  ponto  ía-^,  t/^,,  Zpl  da  superfície  z  =  f{x,  y),  para  que  n'elle  a  superfície 
possa  ter  uma  esphera  osculadora. 

Tomando  o  ponto  (Xq,  y^y  Zq)  para  origem  das  coordenadas,  o  plano  tangente  para  plano 
dos  xy  e  os  planos  das  secções  principaes  para  planos  dos  xz  e  yz,  e  chamando  z—f\  {x,  y) 
a  nova  equação  da  superfície,  as  equações  precedentes  dão  frepresentando  por  p^,,  q^,  rg,  Sq 

e  t^  os  valores   que  tomam  as  derivadas  -.— ,  - — ,    „    '  ,  -.^^  e  -"  .-,    no  ponto  (O,  O,  0)1 
"  ^  Cx'    dy      da:-  '  dxèy         By^  '  v   >      >      'j 

'"n  =  *0)  *o  =*^)  visto  ser  (n.°  9õ)  Pn  =  ^  e  Çg  =  0.  Mas  as  curvaturas  a  e  a  das  secções  principaes 
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que  passam  pelo  ponto  (O,  O,  0)  sào  (n."  95j  dadas  pelas  fórmulas  C{=rQ  e  cs  =  <q.  Portanto 
temos  Cl  =  c-2  ;  o  que  prova  que  os  jjonfos  em  que  a  siqjerjicie  tem  um  contacto  de  segunda  ordeni 
com  uma  espliera  coincidem  com  os  pontos  umbilicaes  (n."  95). 

Para  um  estudo  mais  desenvolvido  e  profundo  da  theoria  do  cantacto,  consulte-se  o  bello 
Cours  d'Analgse  de  1'Ecole  Poli/feclinique  de  Paris  de  Hermite. 

140.  Pontos  singulares  das  superjicies.  —  Consideremos  a  superfície  representada  pela 
equação /(«^  y,  z)  =  0  e  um  ponto  {x„,  y^,  z„)  situado  sobre  ella,  e  applicando  a  fórmula  de 
Taylor,  escrevamos  esta  equação  debaixo  da  forma 

/x  («o,  2/oi  2o)  (a?  -«o)  +/i  («o,  Z/o>  «o)  (y  —  Vo)  +/i  (--^o,  ^0,  2o)  (z  -  «o) 
+  Y[/«(a;o)  ^0.  Zo)(«-a;„)2  +  2/;,(a;„,  y„,  z^)  {x  —  x^]  {y  - y^)  +  fl,j{a\„  y^,  z„)(y-y^f  +  .  ■  ■] 
+ =0. 

A  recta  representada  pelas  equações 

y  —  y^  =  A{x  —  Xo),     z  — z„  =  B  («  —  «„) 

corta  esta  superfície  em  pontos  cujas  abscissas  são  determinadas  pela  equação 

(a;  — ír„)[/.(x„,  y„,  z»)  +  A/;  teo,  y„,  z„)  +  B/;(a;,„  y„,  z,,)] 
+Y(«-*o)^7x.(«o,  y„  z„)  +  2A/:„(a;„,  y„,  z^)  + A^-f';^(x„,  y„,  z„)  +  ...] 
+ =0, 

um  dos  quaes  coincide  com  (a^^,  y„,  zj,  a  qual  mostra  que  n'este  ponto  estão  reunidas  duas 
intersecções,  pelo  menos,  da  recta  com  a  superfície,  quando  A  e  B  satisfazem  á  condição 

f'(x„,  ya,  z„)  +  A/;(a;„,  j/^,,  z^)  +  Bf',(x„,  y^,  z„)  =  0. 

Eleminando  A  e  B  entre  esta  equação  e  as  da  recta,  vê-se  que  todas  as  rectas  que  satis- 
fazem á  condição  indicada  estão  situadas  no  plano  representado  pela  equação 

isto  é,  no  plano  tangente  (n."  94)  á  superfície  no  ponto  {x^,  y,„  z^). 
Se  porém  for 

/x  (a^«,  %,  s„)  =  O,    /;  (x„,  y„,  z„)  =  O,    /;  te,„  y,„  s„)  =  O, 
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não  existe  plano  tangente,  e  todas  as  rectas  que  passam  pelo  ponto  considerado  têem  duas, 
pelo  menos,  das  suas  intersecções  com  a  superlicie  reunidas  no  ponto  (x^,  ?/j„  s,,). 

Entre  as  rectas  que,  n'este  caso,  passam  pelo  ponto  («„,  y^,  z^^  convém  notar  aqueilas 
cujos  coefHcientes  angulares  satisfazem  á  condição 

/xx(a;o,  í/„,  z,:,)  +  2A/;; («o,  ?/„,  Zo)  +  A2/^(a;„,  ?/„,  z„)+...  =  0, 

as  quaes  têem  três  das  suas  intersecções  com  a  curva  reunidas  no  ponto  considerado.  Eli- 
minando A  e  B  (.ntre  esta  equação  e  as  das  rectas,  obteui-se  a  equação 

frrC^m  y.^  -o)ia;-a-„)^  +  2/^(x„,  y„  z^)  (aj-a;,,)  (?/-y„) +/;,(»;„  2/o.  2o)(y—^o)-+- • -  =  0, 

a  qual  representa  um  cone  de  segunda  ordem,  que  se  diz  tangente  á  superjicie  no  ponto 
(Xq,  í/o,  s,,).  N'este  caso  o  ponto  (x^,  j/,-,,  s,,)  diz-se  duplo. 

Se  todas  as  derivadas  parciaes  de  primeira  e  de  segunda  ordem  de  f(x,  y,  z)  forem  nullas 
no  ponto  (a;,,,  y,,,  z^  e  alguma  derivada  de  terceira  o  não  for,  o  ponto  diz-se  triplo,  e  vê-se 
do  mesmo  modo  que  existe  um  cone  de  terceira  ordem  que  é  o  logar  geométrico  de  todas  as 
rectas  que  têem,  pelo  menos,  três  das  suas  intersecções  com  a  superfície  reunidas  em  (a\,,  ?/„,  z^). 

Em  geral^  se  as  derivadas  parciaes  de  f[x,  y,  z)  até  á  ordem  n  forem  todas  nullas  no 
ponto  (a;,,,  ?/„,  z,,)  e  alguma  das  de  ordem  n-\-l  for  difFerente  de  zero,  este  ponto  diz-se  múl- 
tiplo de  ordem  n,  e  existe  um  cone  de  ordem  n  que  é  o  logar  geométrico  das  rectas  que  têem 
n,  pelo  menos,  das  suas  intersecções  com  a  superfície  reunidas  no  referido  ponto. 

Os  pontos  múltiplos  e  os  pontos  da  superfície  considerada  em  que  a  doutrina  precedente 
não  tem  logar,  por  não  lhe  ser  applicavel  o  desenvolvimento  pela  fórmula  de  Taylor  de  que 
se  partiu,  dizem-se  singulares. 

1-16.  Pontos  singulares  das  curvas  enviezadas.  —  Consideremos  a  curva  representada 
pelas  equações  f(x,  y,  s)  =  0,  F(a;^  y,  z)  =  0  &  um  ponto  (a;,,,  ?/^„  sj  situado  sobre  ella,  e 
escrevam-se  estas  equações  do  modo  seguinte : 


?íl  +  í'2  +  •  .  .  =  O,       Vj  -f  t'2  -|-  .  .  .  =  O, 


onde 


«i=/x(a=,„  yo,  z\(x-x„)+f\{x„,  y„,  s,)(y—y^)+f,(x„,  ?/„,  s„)(3-zj, 

"2  =  Y  ^^"  ^'^"'  ■'"'  ^"^  ^'^  ~" *"^'  +  -■^'"  *^*''"  y°'  ^"^  («  - -^o)  (2/  —  2/0)  +  •  ■  •  ]i 

e  onde  nj,  v>,  ...  representam  as  funccòes  que  fe  obtêem   mudando   nas  expressões   prece- 
dentes a  lettra  /  pela  lettra  F. 

Posto  isto,  viu-se  no  n."  92  que  a  tangente   á  curva   considerada  no  ponto  (a-,,,  ?/„,  s„)   é 
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dada  pelas  equações  iti  =  O  e  vi  —  0,  que  representam  os  planos  tangentes  ás  duas  superfícies 
que  entram  na  sua  definição.  Se  porém  estes  planos  tangentes  coincidem,  o  que  tem  logar 
quando  (x„,  y^,  z„)  satisfaz  as  condições 

/x(«o)  Z/o,  =„):F;(a;,„  y»,  z„)  =/,;(«„,  Z/o,  z„):F;(x,„  y„,  sj 

=/.-K,  Z/«,  Zo):F;(a;„,  jf,„  zj, 

os  dois  planos  não  determinara  recta  alguma,  e  o  ponto  diz-se  singular.  Considerando  então 
a  superfície  representada  peia  equação 

U>  —  Vi  +  «3  —  1'3  +. .  .  =0, 

a  qual  passa  pela  curva  dada,  o  cone  de  segunda  ordem  representado  pela  equação 

lia  —  v%  =  O, 

o  qual  é  formado  pelas  rectas  que  têem  três,  pelo  menos,  das  suas  intersecções  com  a  super- 
fície precedente  reunidas  em  (ic„,  ?/„,  z„),  e  o  plano  in  =  0,  tangente  ás  superfícies  dadas, 
cortam-se  segundo  duas  rectas  que  se  dizem  tangentes  á  curva,  e  o  ponto  diz  se  duplo. 

Se  for  taaibem  u->,  =  Vi,  o  plano  ui=0  e  o  cone  de  terceira  ordem  representado  pela 
equação  «a  — 1:3  =  O  cortam-se  segundo  três  rectas,  que  se  dizem  tangentes  á  curva  no  ponto 
(*o,  Z/o,  "o)j  ®  ^^^^  ponto  diz-se  triplo. 

Não  continuaremos  esta  discussão,  que  é  fácil,  e  terminaremos  observando  que  a  doutrina 
precedente  só  é  applicavel  ao  ponto  (a;,,,  y^,  z„)  quando  os  desenvolvimentos  pela  fórmula  de 
Taylor  de  que  se  partiu  têem  logar  n'este  ponto. 


CAPITULO  VII 

1'mioeões  <loiliii<law  poi-  «Oi^íes.  fSinftularidadox  <la>i   rniircSos 


FiiiiC(;r>os  (lotiiiidas  poi*  series 

147.  Vamos  n'este  Capitulo  estudar  as  funcções  definidas  por  series,  para  estabelecer 
as  condições  da  sua  continuidade  e  achar  as  suas  derivadas.  Em  seguida  formaremos,  por 
meio  d'estas  funcções,  exemplos  das  singularidades  mais  importantes,  relativamente  á  conti- 
nuidade e  ás  derivadas,  que  as  funcções  apresentam. 

14S.  Continuidade  das  funcções  definidas  por  seiies.  — A  este  respeito  vamos  demonstrar 
o  seguinte : 

Theorema.  Se  a  serie 

(1)  fi^)=fi  H  +/í  {x)+..  .+/„  {x)+. . . 

for  uniformemente  convergente  em  um  intervallo  comprehendido  entre  dois  números  dados,  a 
funcção  f{x)  é  continua  nos  pontos  d'este  intervallo  em  que  as  funcções  /«(«),  fi{x),  etc.  são 
continuas. 

Seja  a  um  d'estes  pontos.  Por  ser  uniformemente  convergente  a  serie  anterior,  a  cada 
valor  da  quantidade  positiva  o,  por  mais  pequeno  que  seja,  corresponde  (n."  26)  um  numero 
m  tal  que  será 

V    /,(«)  <|,     ;     í:    f„(a  +  h)\^' 

,1=111-  I  I    ^   o  ii=m4-l  ^   O 


qualquer  que  seja  o  valor  de  fi,  com  a  condição  de  a  -f-  /«  pertencer  ao  intervallo  considerado. 
Mas,  por  ser  continua  no  ponto  a  a  somma  (n.°  36) 

Pi»  (x)  =/,  (x)  +  f,  -aj)  4- .  . .  -f  fm  (x), 
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póde-se  sempre  dar  a  z  um  valor  positivo  tal  que  a  deseguaidade 

\V,„(a  +  h)--p,„ia)\<^?j 

seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  h  que  satisfazem  á  condição  |A|<£  (n."  36-1."). 
D'estas  desegualdades  e  da  egualdade 


f{a  +  h)~f{a)  =  F,„{a  +  h)-P,„{a)+    í:    /„  («  +  /»)-     í:    /„  (a) 

conclue-se  pois  que,  por  mais  psqueiio  que  seja   o  valor  que  se  attribua  a  o,  ha  sempre  um 
valor  de  £  tal  que  a  deseguaidade 

!/(a  +  /0-/(«)|<-|-  +  ^  +  -|- 

é  satisfeita  por  todos  os  valores  de  h  que  satisfazem  á  condição    \h\<£.   Logo   a  funcção   é 
continua  no  ponto  a. 

149.  Derivadas  das  funcqões  definidas  por  series. — -Principiaremos  o  que  temos  a  dizer 
sobre  as  derivadas  das  funcções  definidas  por  series,  fazendo  notar  que  as  series  cujos  ter- 
mos são  as  derivadas  dos  termos  de  uma  serie  convergente,  pôde  ser   divergente.    Assim   a 

serie  S  (—  1)" é  convergente  quando  qx=\,  em  quanto  que  a  serie  S  (—1)"  a;""*,  formada 

pelas  derivadas  dos  seus  termos,   é  n'este  caso  divergente.  Posto  isto,   vamos  demonstrar  o 
seguinte : 

Theorema.  Se  a  serie  (1)  for  convergente  em  um  intervaUo  com2}rehend!ão  entre  dois  mi- 
meros  dados,  e  se  no  mesmo  intervaUo  for  uniformemente  convergente  a  serie  ^f'n  {x),  formada 
pelas  derivadas  dos  termos  da  precedente,  a  funcção  f(x)  admitte  derivada  e  temos 

f  {X)  =/i  {x)-\-f2  (Xj  +...  +  /••  (X)  +..  . 

no  intervaUo  considerado. 

Seja  a  um  valor  qualquer  de  x,  pertencente  ao  intervaUo  considerado,  e  ponhamos  para 
brevidade 

R{x)=     ^    /„(ír),     R4(x)=      ^    fi{x). 
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Teremos 


f±±í^  _  J^_  ,„)  j^  [/-(°  +  ')-/-W  _  /;  „] 


R(a  +  h)       R(a) 


•Ri  (a) 


1 


fn(a+h)- 


^^^ /«W  +  -  [/-•(«  +  »«)— /«(«JjH ^ — ^ RiW> 


onde  6  representa  uma  quantidade  positiva  in<^nor  do  que  a  unidade. 

Por  ser  uniformemente  convergente  a  serie  S/^(x)  no  intervallo  considerado,  se  dermos 
a  5  um  valor  tão  pequeno  quanto  se  queira,  podemos  determinar  um  valor  correspondente 
para  m  tal  que  as  desegualdades 


l^-IO 


m-i-p 

^  f„(a  +  dh) 


=    O 

<IÕ 


sejam  satisfeitas  por  todos  os  valores  do  inteiro  p  e  por  todos   os  valores  de  h,   com   a  con- 
dição de  a-f^  pertencer  ao  intervallo  considerado.  Logo  a  desegualdade 


é  também  satisfeita  pelos  mesmos  valores  de  ^  e  /;. 
Por  outra  parte,  por  ser 


< 


2/;(a)  =  lim2 

l  A=U  1 


f„(a  +  h)-f„(a) 


podemos  conoluir  que  existe  um  valor  /ii  tal  que  a  desegualdade 

(onde  m  tem  um  valor  finito  anteriormente  determinado)  é  satisfeita  por  todos  os  valores  de  k 
que  satisfazem  á  condição  \h\<hi. 

Finalmente,  por  serem  convergentes  as  series  S/„(a;)   e  —f,[(x^,  a  cada  valor  de  h  cor- 
responderá um  valor  de  p  tal  que  será 


|R(a  +  A) 


<5 


R(a) 


<!'  1R.(«)I<| 


Das  desegualdades  precedentes  e  da  egualdade  de  que  se  partiu,   conclue-se  que,  dando 

00 
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a  3  um  valor  t<ão  pequeno  quanto  se  queira,  ha  sempre   um  valor  correspondente   hi  tal  que 
a  desegualdade 


^i^^±^l^-if:,(a) 


^5        5^õ^5^5 


será  satisfeita  pelos  valores  de  h  que  satisfazem  á  condição  \h\<^hi;  e,  portanto,  teremos 

f(a  +  h)-fia)  _^    . 


lim- 


1 


que  é  o  que  se  queria  demonstrar. 

II 
Singularidades  de  algumas  funeções 

lõO.  Funeções  discontinuas  em  pontos  isolados. — Uma  funcção  f(x),  definida  na  visi- 
nliança  do  ponto  «^  é  discontinua  no  ponto  x  =  a,  quando  n'este  ponto  se  torna  infinita  ou 
passa  de  um  valor  a  outro.  Da  primeira  espécie  de  diseontinuidade  temos  até  aqui  encontrado 
exemplos  nas  funeções  racionaes,  quando  a  é  raiz  do  denominador,  na  funcção  tangtc,  quando 

é  X  =  ik -\- -^  r.j ,  k  representando  um  numero  inteiro,  et.;.  Para  exemplo  da  segunda  espécie 

de  diseontinuidade,  da  qual  não  ofFerecem  exemplo  as  funeções  que  até  aqui  temos  estudado, 
apresentarei  a  fimcção  definida  pela  serie  seguinte : 

í-x  2a;(l— £c)  2x''-Ul—x) 


1+x  '  {l+x^-){l+x)  '     ■        (l+a;'')(l +«''■-') 
Com  effeito,  temos  evidentemente 

1-.».  ^^        2 


1  +  a;'"  1  +  «'" 

1  1  «'"-'(l— a;) 


]  +  X'"        1  +  03"'-'       (1  +  a;"')  ( 1  +  x"'-*)  ' 
1  1  £C"'-2(1— ar) 


1+a;"— *      l+íc™-'^      (l+a;"'-*)(l+a;"'-2) 

l_      _       1  a;(l-a;) 

l  +  £?~~   1+a;  "^  (H  x^-){l  +  xy 

1  1    ,      l-.* 


1+x         2    '  2(H-x) 


.'Uõ 


tl'onde  se  tira 


e  portanto 


1-a;'»        2(1— a?)  2xCl—x)       ,  2a;'"-' (1 -a;) 

iT^'»  ~  2  (1  +x)  "^(1  +ai)  (1  +x2]     ■■•      (l-ha;'»-«)(l   f-a;"')' 


I  —a;'"  _<,  f        a:''-'(l— a;) 


D'esta  eguakladtí  condue-se  que  a  fiinoção  considerada  é  egual  a  +  1,  se  o  valor  absoluto 
de  a;  ó  menor  do  que  a  unidade,  que  é  egual  a  —  1,  se  o  valor  absoluto  de  x  é  maior  do  qun 
a  unidade,  que  é  egual  a  zero,  se  ó  a;  =  1 ,  e  que  é  egual  ao  infinito,  se  é  j;  =  —  1 .  A  fimeyão 
é  pois  discontinua  no  ponto  x-=l,  onde  passa  do  valor  +1  ao  valor  —  I,  e  no  ponto  a;  =  —  1 
onde  é  infinita. 

151.  Coiídensação  das  singidaríãades .  —  As  funcções  que  até  aqui  temos  encontrado 
apresentam  em  um  intervallo  finito  um  numero  finito  de  pontos  em  que  são  discontinuas.  Ha 
porém  funcções  que,  era  ura  intervallo  finito,  são  discontinuas  em  um  numero  infinito  de  pon- 
tos, separados  por  outros  era  que  são  continuas,  e  ha  funcções  que,  em  um  intervallo  finito, 
são  discontinuas  em  todos  os  pontos.  Para  formar  funcções  d'esta  natureza,  póde-se  seguir 
ura  methodo,  devido  a  Hanke!  (')  e  por  elle  chamado  methodo  da  condensação  das  singulari- 
dades, por  meio  do  qual,  partindo  de  uma  funcção  com  um  numero  limitado  de  singulari- 
dades, se  forma  uma  funcção  com  infinitas  singularidades.  Vamos  aqui  expor  a  parte  funda- 
mental d'este  methodo,  que  se  p(')de  estudar  desenvolvidamente  no  excellente  livro  de  Dini : 
Fundamenii  per  la  teórica  delle  funzione  di  variabili  reali. 

I.  Represente-se  por  cf  (^)  uma  funcção  de  y  que  no  intervallo  entre  y  =  —  1  eí/  =  +l, 
o  ponto  O  sendo  exceptuado,  seja  continua  e  menor  do  que  uma  quantidade  M,  que  no  ponto 
y  =  0  seja  nulla  e  que,  quando  y  tende  para  zero  passando  separadamente  por  valores  posi- 
tivos e  negativos,  tenda  para  um  limite  difFerente  de  zero,  ou  para  dois  limites,  um  dos  quaes, 

pelo  menos,  seja  difFerente  de  zero. 

m 
A  funcção  cp  (senjy^u;),  onde  p  é  inteiro,  será  nulla  e  discontmua  nos  pontos  ondex=  — 

(í)i  inteiro),  e  será  continua  nos  outros  pontos. 

N'este8  últimos  ))ontos,  a  funcção 

00 

(1)  /(«)=  ^  A„(p(sennra3) 


(')  Hankel:  —  Untermchungen  ither  die  unendlich  o/t  oscillirenden  und  unsleligen  Funciionen  —  Tubingue, 
1870. 
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é  também  continua,  se  Aj,  A2,  etc.  representarem  quantidades  positivas  taes  que  seja  con- 

OC 

vergente  a  serie  S  A„.    Com  effeito,    n'este  caso,   a  cada  valor   de  o,   por  mais   pequeno   que 

i 
seja,  corresponde  um  valor  «i  de  a  tal  que  a  desegualdade 

S    MA„<8 

é  satisfeita  quando  a>ai.  Logo  a  desegualdade 

i  «+P  I      , 

IS      A„cp  (sen  n-zx)  1  <  o 

é  também  satisfeita  pelos  mesmos  valores  de  a,  A  serie  (1)  é  pois  uniformemente  convergente, 
e  portanto  a  funcçào /(«)  é  continua  (n.°  148)  nos  pontos  considerados. 

Consideremos  agora  os  pontos  em  que  a  funcção  tp(senpxa3)  é  discontinua;  e  seja  primeira- 
mente rn  um  numero  par. 

Pondo  n  =  ap-{-h,  onde  h  representa  um  numero  inteiro  menor  do  que  ^:)^  temos 


/ 


P 


^ap-ib'^ 


sen  (ap  + 


"?4 


onde  S  representa  uma  somma  que  se  refere  a  todos  os  valores  inteiros  e  positivos  de  a  e  b, 
excluindo  os  termos  correspondentes  a  6  =  0,  os  quaes  são  nuUos. 
Do  mesmo  modo  temos 

f(^j  +  hyyAa,^,'^^sen(ap  +  b)(^j  +  hy:^ 
ou,  separando  os  termos  correspondentes  a  J  =  0, 

/  (—  +  /;)  =  S  A,,+i  cp  [  sen  (ap  +  ò)  (—  +  h^  "]  +   f   K  ?  (^en  aphn). 
LoffO  temos 


f[j+-)-f{jh-^-'^'h 


sen  (a]}  +  6)  ( l-hjr. 


sen 


(ap  +  b)^r]\ 


+  S  Aa;,tp(senap^7t). 


a=l 


Mas,'  empregando   uma   analyse  semelhante   á  que  foi  usada  precedentemente  para   de- 
monstrar que  a  funcção  definida  pela  serie  (1)  é  continua  quando  x  é  irracional,  vê-se  que  a 

funcção  SAap^i  tp  [sen  (cfjj  4' 6)  ^íc]  ó  continua  no  ponto  x  =  — ,  quando  b  differente  de  zero,  e 
que  é,  portanto,  " 

lim  cp    sen(ap-t-ò)  ( \-h]  -   ='{-   sen  (ap-^-l)  — i:    • 
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Vera  pois 


lim 

A=0 


Áj"-')-Áj)yhi>'^^''''''p^' 


0. 


Quer  h  tenda  para  zero  passando  por  valores  positivos,  quer  h  tenda  para  zero  passando 
por  valores  negativos,  da  uniformidade  de  convergência  da  serie 

S  Aap  <?  (sen  a2}hT^, 

0=1 

na  visinhança  do  ponto  h  =  0,  conclue-se  que,  por  mais  pequeno  que  seja  o  valor  que  se  dê 
a  8,  ha  sempre  um  valor  «i  tal  que  a  desegualdade 

"  I       8 

S      Aap  (p  (sen aphiz)  ,  <  -^- 

a=afl  I       ^ 

é  satisfeita  pelos  valores  de  a  superiores  a  ai,  qualquer  que  seja  o  valor  que  se  dê  a  h,  entre 
certos  limites. 


dade 


Por  outra  parte,  por  ser  convergente  a  serie  SA^^,  existe  um  numero  «a  tal  que  a  desegual- 


lim  9  (sen  aphTí) 


A=0 


iI=C<  +  l 


^ap 


<M 


S     A 

ii=(z41 


ap 


8 


é  satisfeita  pelos  valores  de  a  superiores  a  «<. 

Logo  as  duas  desegualdades  precedentes  são  sat.sfeitas  simultaneamente  pelos  valores  de 
a  superiores  a  «i  e  a-z. 

Por  outra  parte,  existe  sempre  um  valor  hi  tal  que  a  desegualdade 


2  Áapf  {sen  aph%)  — \im  tf  (sen  aph-)  S  Aa» 

0=1  A=0  0=1 


<3- 


é  satisfeita  pelos  valores  de  h  que  verificam  a  condição  \h\<^hi. 
D'estas  três  desegualdades  resulta 


00  00 

S  Aap  'f  (sen  aphT)  —  lim  tp  (sen  aph~)  ^  Aap 


4=0 


0=1 


<8, 


quando  |/í|</íi;  e  portanto  temos 


Wí  00 

Hm  2  Aap  <p  (sen  aphT)  =  lim  o  (sen  aj)kT:)  S  Aap, 

A=0  0=1  i=0  '  0=1 


lim 

A=0 


-/  ( — )     =  lim  (p  (sen  aphz)  S  Aa». 
\p  /  J       ;,=o  0=1 
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Como,  por  hypothese,  um  pelo  menos  dos  dois  valores  de  lim  c;  (sen  aph-),  corres- 
ponientes  um  a  valores  positivos  e  outro  a  valores  negativos  de  kj,  é  differente  de  zero,  a 
funcçãoy(x)  é  discontinua  nos  pontos  onde  x  =  — . 

Por  uma  analyse  semelhante  se  mostra  que  a  funcção  f{x)  é  discontinua  nos  pontos  onde 
a;  =  — ,  quando  m  é  impar. 

Logo  a  funcçào  f(x)  é  continua  nos  pontos  em  que  x  ó  irracional,  e  é  discontinua  nos 
pontos  em  que  x  é  racional. 

Para  appliear  o  methodo  anterior,  é  necessário  formar  uma  funcção  <p  (y)  que  satisfaça  ás 
condições  impostas  anteriormente  a  esta  funcção.  Pôde  servir  para  este  fim  a  seguinte : 

,(,)  =  - 2  V  J^Jy±^ 


.=,  [(2/+l)*+l][(2^+l/-'  +  l] 


que  se  deduz  da  serie  que  considerámos  no  n."  lõO,  pondo  x  =  y-\-l. 

Com  effeito,  sendo  aquella  serie  egual  a  -fl,  O  ou — 1,  segundo  é  a;  <  1 ,  a;=l  ou  a;>  1, 
será  esta  egual  a  +1,  O  ou  —1,  segundo  é  y<^0,  y  =  0  ou  y>0. 

Temos  pois  a  funcção 


00  00 


j.,  .  ■o    A     T.  2  sen  nra;(sen»í'::a;+ 1)'~' 

f(x)  =  —  I  A„  E 


„=,    "t^i  [(sen  Ji-^+l)'  +  lJ  [(senMKC-|-l)'-'  +  l]' 

que  é  continua  nos  pontos  onde  x  é  irracional  e  que  é  discontinua   nos  pontos    onde   x  é  ra- 
cional. 

II.  Partindo  da  serie  que  vimos  de  empregar,  podemos  formar  agora  uma  funcção  total- 
mente discontinua  era  ura  intervallo  finito.  Com  efteito,  a  somma  da  serie 


S 


„=(  n  !  [o  (sen  nror)]^ 


é  egual  a  S  —  =  e— 1,  quando  o;  é  nm  numero  irracional,  e  é  infinita,  quando  x  é  racional, 
porque  no  primeiro  caso  a  funcção  ['^  (sen  nzx)]-  é  egual  a  +1,  e  no  segundo  caso  é  nulla 
quando  n^p  &  x  =  — .  Logo  a  funcção 

f(^)  =  -i "^ 


1   n  !  [<p  (sen  n-xj]^ 
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ó  egual  a  zeru,  quando  x  é  racional,  e  é  egual  a  +  1,    quando   x  ó  irracional;    e  portanto  é 
totalmente  discontinua  em  um  intervallo  qualquer. 

152.  Exemplo  de  uma  fima^ão  continua  que  não  tem  derivada.  — Pelo  methodo  de  Hankel 
podem  formar-se  funcções  continuas  com  um  numero  infinito  de  pontos  onde  não  têem  deri- 
vada. NSo  entraremos  porém  aqui  n'esta  parte  do  methodo  de  condensação  das  singulari- 
dades, e  limitar-nos-hemos  a  apresentar  um  exemplo  (*)  de  uma  funcção  continua  que  não  tem 
derivada  em  ponto  algum,  devido  a  Weierstrass,  que  trataremos  pela  mesma  analyse  que 
este  eminente  geometra  (Jornal  de  Crelle,  tom.  79).  Esta  funcção  ó  a  seguinte 

00 

f{x)  =  S  i"  cos  Wocr., 

n=0 

onde  a,  que  representa  um  inteiro  positivo  impar,  e  h,  que  representa  um  numero  positivo  menor 

2  Tt 

do  que  a  unidade,  devem  ser  escolhidos  de  modo  que  seja  |  ai  >  1  e  -^]> 


3  -^  ab  —  í 

A  serie  que  define  f{x)  é  uniformemente  convergente,  qualquer  que  seja  o  valor  de  x. 
Com  effeito,  por  ser  convergente  a  progressão  Sò",  a  cada  valor  de  5,  por  mais  pequeno  que 
seja,  corresponde  um  valor  7«i,  tal  que  a  desegualdade 

wi-f-p 
ti=m-|l 

é  satisfeita  quando  m^mi.  Logo  a  desegualdade 


S     6"  cos  a"a?ic 


<9 


é  tambeu)  satisfeita  pelos  mesmos  valores  de  vi^  qualquer  que  seja  a;,  e  a  serie  é  portanto 
uniformemente  convergente. 

D'e8te  facto  e  de  ser  cada  termo  da  serie  uma  funcção  continua  de  x  conclue-se  (n."  148) 
que  a  funcção /(x)  é  continua. 

Posto  isto,  vejamos  como  Weierstrass  demonstra  que  esta  funcção  não  tem  derivada. 

Represente  Xq  um  valor  qualquer  de  x,  m  um  numero  inteiro  positivo  e  a„,  um  numero 
inteiro  tal  que  seja 

1  =  1 

—  Y<«"'*o— «'"<y 


(')  Vejaui-se  outros  exemplos  no  importante  trabalho  de  Darboui  intitulado  —  Mémoire  sur  les  fonctions 
disconlimiee  {Annales  scitntifiques  de  l'Kcole  Normale  Stipérieure  de  Paris,  1875). 

A  memoria  célebre  que  Iliemann  consagrou  á  theoria  das  series  trigonométricas  inspirou  uma  grande  parte 
dos  exemplos  das  funcções  sem  derivada  que  têem  sido  dados. 
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Representando  a  diíFerença  a'"'XQ  —  a,„  por  sc„,^^  e  pondo 


x'  ==  "'"  ~  ^  n  _  "'"  +  1 

a™     '  ~     a"' 


vem 


X  Xn 


d'onde  se  conclue  que  x^  está  comprehendido  entre  x'  e  a;",  e  que  se  pode  dar  a  m  um  valor 
tão  grande  que  x'  e  x"  diffiram  de  Xç^  tão  pouco  quanto  se  queira. 
Por  outra  parte,  temos 


pondo 


/(a^')-/(iCo)  _   V    A „   cos  a^xr.  ~  cos  a"^^^  \       ^^  _^  ^ 


tl=0 


m— ! 

A=   S    (a«è"  .- 

11=0 


.T'  —  Xn 


a"(£c'-a-o) 


Por  ser 


B=   S    (6"'+« 

n=0 


cos  (a"a;')  t:  —  cos  {a"x^ií 


cos  0""+"  x'r.  —  cos  0'"+"  x^ti  ' 

X         a?(\  / 


«"(as' — Xq) 


sen  la" — s— )t 

:  sen  1  a"  — ^-"   r. -. — , 


a" 


ic 


sen(a"^^07r)|<l, 


sen    a" =p-9 

l'^ 

„  as'  —  íCn 

a"       2    0^ 

<1, 


temos  ainda 


Como  é 


temos  também 


m — 1  «- 

A  I  <  ir  S   a"  ò"  <  — ^^ —  (ah)" 


cos  a"'+"  a.'':i  =  cos  a"  (a,„  _  1)  tt  =  —  (—  1 )  "', 

cos  a'"+"  ajoTi  =  cos  («"  «„,  +  a"a;„,_)_t)  7:  =  (—  Ij  '"'cos  cCx^+í'' 


n=0  -t  ~r  3^)11-)- 1 


e,  por  serem  positivos  todos   os  termos   da  somma  S   que  entra   no  segundo   memlro   d'esta 
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2  /  . 
egualdade,  e  o  primeiro  termo  nào  ser  menor  do  que  -3-  I  visto  que  Xm^j  está  compreliendid» 


1         1  . 

entre  — —  e  ^r  I ' 


(-lf"'B>|-íai)'". 
Logo 

B^í-lf'" |-r,(a6r,     A  =  (-lf"'  •^^(«ir, 

onde  r,  representa  um  numero  positivo,  maior  do  que  a  unidade,    e   £  uma    quantidade  com- 
prehendida  entre  -f  1  e  —  1. 
Temos  pois 


^0 
Do  mesmo  modo  se  acha 


/<§^H-»'-W",(^.,,i,)- 


f(x")-f(x,)  ,      ,,-.,,,„..    (^ 


—  ^-^)'™W'^'(|--^)' 


2           - 
Dando  pois  a  a  e  è  valores   taes  que  seja  -^  >  — -.  eonelue-se  das  egualdades  prece- 
dentes que  as  razões  que  entram  nos  seus  primeiros  membros,    tendem  para   -p  esc   e  —  oo, 
quando  m  tende  para  o  infinito  e,  portanto,  quando  x'  e  x"  tendem  para  j-ç,.  Log'>  .1  funcção 
f{x)  não  tem  derivada  em  ponto  algum  Xg. 


PP 


CAPITULO  Vlll 


JPiiiiccoos  cl©  vai-iaveis  iinagiixarlas 


Definições  c  prineipios  geraes 

133.  Tendo  de  tratar  agora  das  fiincções  de  variáveis  imaginarias,  recordemos  primeira- 
mente que  toda  a  variável  imaginaria  z=x-\-iy  pode  ser  representada  por  um  ponto  cujas 
coordenadas  cartesianas  são  x  e  y;  e,  portanto,  que  podemos  falar  no  ponto  z,  quando  nos 
quizermos  referir  ao  ponto  (x,  y). 

Seja 

/(z)  =  cp(a;,  ^)  +  í'^(a:,  y) 

uma  fuiicçcào  da  variável   z  =  x-\-  iy.    Mudemos   n'esta  funcçào   x   em   x-\-h    n  y  exa  y-\-k  & 
supponhamos  que  a  razão 

f{z  +  h-\-ik)-f{z) 


h-\-ik 

tende  para  um  limite  determinado /' (z),  quando  h-\-íJc  tende  de  qualquer  modo  para  zero. 
mesmo  quando  uma  das  quantidades  h  e  k  é  iiulia.  Este  limite  cliama-se,  como  no  caso  da» 
variáveis  reaes,  derivaria  def{z). 

Por   ser   o  limite   d;i   razão  precedente    o  mesmo,  quando  f{z)    tem  derivada,    quer  h  e  k 
sejam  differentes  de  zero,  quer  uma  d'estas  quantidades  seja  nuila,  temos 

,  •  ,  <p  (a;  +  K  y)  4-  i^  {x  +  h,  y)  —  [o  {x,  y)  +  i-j)  (x,  y)]  _ 

iini  — 7 /  {Z), 

,;.„  ?  {^>  y  +  /Q  +  i'^  (x,  y  +  k)  —  [a  {x,  y)  +  iò  (x,  y)]  _  ^,  ^__^ 
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■e  portanto 


<l'onde  se  deduz 


O) 


dy  dy         L  cx  dx  J 


8^  ôa;  '      ôx        dy 


Temos  assim  duas  condições  a  que  de\-em  satisfazer  as  funcções  'Si(x,  y)   e  ^{x,  y),  para 
que  fiz)  tenha  derivada. 

Accrescentaremos  ainda  que  a  primeira   das  equações    («)  faz  ver  que,  se  f  (a)   for   uma 

funcçào  continua  de  z,  ^  e  -~-  são  funcções  continuas  de  x  e  y. 

A  proposição  reciproca  da  precedente  é  verdadeira.  Se  -„ '-  e  -^  representarem  funcções 
continuas  de  x  e  y,  as  egualdades  ín."  68-2.°) 

'^(x^h,  y-r ]c}  =  ci (aj,  y)-\-h -r^  +  k  — '- -l «i^ -f  ct-xlc, 

cx  õy 

'^x  +  h,  y  +  k)  =  ']^{x,  y)  +  h^-^k^^^,h  +  yc, 

oude  a,  zi,  p,  |ji  representam  quantidades  infinitamente  pequenas  com  h  e  k,  dão,  attendendo 
á  fórmulas  (1), 

!p  («+  /í,  y  +  /;)  +  ^>  {x  +  h,  y  +  k)  —  [o  (x,  y)  +  víf  {x,  y)] 


(-g-  +  i  1^)  [h  +  ÍA;)  +  (a,  +  í?i)  7í  +  («.  +  i^)  k. 


Temos  pois,  dividindo  os  dois  membros  d'esta  egualdade  por  h-\-{k  e  attendendo  a  que  o 
primeiro  membro  da  nova  egualdade  tende  para /' (s),  quindo  h-\-{k  tende  para  zero, 

•^^^)  =  -ã^  +  ^ãx-  +  '"^^+7^-  +  '"^     h  +  ik     ' 

ou,  attendendo   a    que   ai,   a^,    |3i    e  ,3^    tendem   ]>ara    zero   e   a  que   os  módulos  de 


h  +  ik 
k  .        .  . 

e       _.    ..    são  igferiores  á  unidade, 

il    1    líC 
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ri"-  r\A 

Logo,  se  a  funcção/(2)  satisfaz  ás  condições  (1)  e  se  -^r^  e  ~-    sâo    funcçoes    continuas 

CSC  GX 

de  x  e  y,  a  funcção/(z)  tem  derivada. 

A ccresceii taremos  que  esta  fórmula  determina  a  derivada  e  mostra  que  /'  (z)  ó  uma  funcção 
contiuua  de  z  no  caso  considerado. 

151.  E  fácil  de  ver  que  o  que  se  disse  no  n."  61  a  respeito  da  derivação  das  sommas, 
productos,  quocientes  e  funcçoes  de  funeções  tem  ainda  logar  no  caso  das  funcçoes  de  variá- 
veis imaginarias.  Estamos  pois  reduzidos  a  considerar  as  funeções  simples. 

1)  E  fácil  de  ver  que  a  derivada  de  a:\zz  é  +1,  e  que  a  derivada  de  bz  é  b. 

2)  A  derivada  de  e^  obtem-se  applicando  a  fórmula  (2)  á  funcçào 

u  =  e'  =  e^"'-'!'  =  e^  (cos  y  +  i  sen  ^), 

que  dá  u'  =  e'. 

3)  A  derivada  de  cada  ramo  da  funcção  logz  obtem-se  applicando  também  a  fórmula  (2) 
á  funcçào 

1  y 

u  =  log  z  =  -^  log  (x-  -r  y^)  +  i  are  tang  — > 

que  dá  w'=  — ,  como  no  caso  das  variáveis  reaes. 

4)  A  derivada  de  z""  acha-se,  pondo,  como  se  fez  no  n."  62,  s""  =  e"'  '"s-^  e  é  egual  a  mz""*. 

As  outras  funeções  dependem  das  anteriores,  e  porisso  acham-se  facilmente  as  suas  deri- 
vadas, e  vê  se  que  as  regras  dadas,  para  as  formar  no  caso  das  variáveis  reaes,  subsistem 
no  caso  das  variáveis  imaginarias. 

155.  Se,  entre  cada  grupo  de  dois  pontos  de  uma  região  A  do  plano,  onde  estão  repre- 
sentados os  valores  de  z,  se  poder  traçar  uma  linha  continua  que  nào  corte  o  seu  contorno, 
a  região  considerada  diz-se  uma  área  continua.  Se  em  todos  os  pontos  d'esta  região  f{z)  tem 
uma  derivada,  diz-se  que  f(z)  e  uma  funcção  monogenea  ou  uma  funcção  analytica  de  z  na 
área  A.  A  área  A  pôde  abranger  todo  o  plano,  como  acontece,  por  exemplo,  no  caso  das 
funeções  e-,  sen  z,  etc. 

A  funcção  monogenea /(z)  diz-se  uniforme  na  área  A,  quando  a  cada  ponto  z  da  área 
corresponde  um  único  valor  da  funcção  (*). 


(')  A  theoria  geral  das  funeções  de  variáveis  imaginarias  foi  fundada  principalmente  por  Cauchy,  que 
consagrou  a  esta  tlieoria  muitos  dos  seus  mais  importantes  traballios.  Depois  occuparam-se  d'ella  muitos 
geómetras  eminentes,  k  frente  dos  quaes  estão  Riemann  e  Weierstrass.  Para  a  estudar  têem  sido  empregados 
por  alguns  geómetras  methodos  fundados  na  theoria  das  series,  e  por  outros  methodos  pertencentes  ao  Cal- 
culo integral.  Aqui  vamos  applicar  os  primeiros  ao  estudo  de  algumas  questões  relativas  áquellas  funeções; 
depois,  em  outro  logar  d'e8ta  obra,  faremos  applicações  dos  segundos  ao  estudo  de  outras. 
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A  respeito  das  definições  precedentes  faremos  as  observações  seguintes : 

1."  Uma  funcç.ão  monogenea  em  uma  área   A  pôde  ser  uma  parte  de  outra  funcção  mo- 

nogenea  em  uma  área  que  contenha  a  primeira.  Assim,  por  exemjjlo,  a  funcção  definida  pela 

serie 

l+0  +  aií  +  s3  +  ..., 

convergente  quando  é  |s|<l,  faz  parte  da  funcção ,  monogenea   em  todo  o  piano,  ex- 

1  —  z 
cepto  no  ponto  z=  1. 

Do  mesmo  modo,  a  funcção  definida  pela  serie 

é  egual  a  F  (z),  quando. |z— a)  |>  1,  e  é  egual  ao  infinito,  quando  |2  — a|<l.  Logo  se  F(z) 
representa  uma  funcção  monogenea  em  todo  o  plano,  /(z)  representa  uma  parte  d'essa  funcção 
monogenea. 

2.''  Uma  funcção  de  uma  variável  imaginaria  z  pôde  ser  monogenea  só  em  parte  da  área 
em  que  é  determinada.  Tem,  por  exemplo,  esta  propriedade  a  funcção  (') 

/(z)=  i:í  z', 

quando  a,  que  representa  um  numero  inteiro  positivo  impar,  e  h,  que  representa  uma  quan- 
tidade positiva  menor  do  que  a  unidade,  satisfazem    ás  condições   «ò>l  e-^>— r-^^ .   Com 

o        ao  —  1 

effeito,  a  serie  considerada  é  convergente  quando  é  jz|^l.  Em  todos  os  pontos  que  satis- 
fazem á  condição  |2|<1,  a  funcção  tem  uma  derivada  finita,  como  adiante  veremos.  Nos 
pontos  que  satisfazem  á  condição  |z  |  =  1,  a  funcçlo  não  tem  derivada,  visto  que,  substituindo 
a  variável  z  por  cos  co  +  tsen  (o,  vem 

/(z)  =  S  ò"  [cos  (a"to)  -f  í  sen  (a"(o)], 

QD 

e  a  funcção  i;i"cos(a"w)  não  tem  derivada  (n."  152)  relativamente  a  co. 

Accrescentaremos  ainda  que  se  vê,  raciocinando   como  no  n."  14&,    que  a  funcção /(z)  é 


(')  Weierstrass :  — Zur  Functionenkhre  (Monatsbericht  der  K.  Akademie  zu  Berlin,  1880). 
Veja-se  outro  exemplo  em  um  artigo  que  publicámos  no  tom   xvii  do  BuUeliii  des  sciences  malhémaliques, 
trausci-ipto  no  tom.  ii  das  nossas  Obras  sobre  mathemalica. 
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continua  mesmo  na  circuraferencia  cio  circulo  de  raio  egual  á  unidade,  e  que  portanto  os  va- 
lores que  a  funcçào  toma  nVsta  circumferencia  dependem  dos  valores  que  toma  no  seu  inte- 
rior; porisso  não  existe  funeção  alguma  monogenea  em  uma  área  continua,  que  contenha  no 
seu  interior  o  circulo  considerado,  a  qual  coincida  com  a  precedente  no  interior  d'este  cir- 
culo, e  a  serie  precedente  representa  portanto  uma  funeção  anaiytica  completa. 

3.*  Quando  a  região  do  plano  em  que  uma  expressão  anaiytica  /(z)  é  determinada,  se 
compõe  de  muitas  áreas  separadas,  /(z)  pôde  representar,  n'estas  difFerentes  áreas,  diffe- 
rentes  funcções  monogeneas  completamente  independentes.  Esta  observação  importante  foi 
demonstrada  por  Weierstrass  da  maneira  seguinte. 

Seja  'f  (z)  uma  expressão  egual  a  -fl,  quando  |zj<l,  e  egual  a  —1,  quando  |z|>]. 
Pondo 


■•^0(2)  = Õ 1       J^lt,~)= 9 1 


a  expressão  F„ (z) -|- Fi (z) tp (z)  é  egual  a  /i  (z),  quando   |z|<l,   e  é  egual  a  /í  (z),   quando 
|z|>l. 

Ha  varias  expressões  analyticas  que  satisfazem   ás  condições  impostas  a  o  (z) ;   aqui  em- 
pregaremos a  expressão  (') 

considerada  no  n."  150.  Com  effeito,  vê-se  por  meio  da  analyse  empregada  no  numero  citado, 
que  temos 

1— z"' 


ç  (z)  =  lim 


l-l-z" 


quer  z  seja  real,  quer  seja  imaginário ;  e  d'esta  egualdade  resulta  que  'o  (z)  =  1,  quando  |z]  <;1, 
e  que  'i  (z)  =  —  1 ,  quando  |  z  |  >  1 . 

Ha  muitos  outros  modos  de  formar  expressões  analyticas  que  satisfazem  ás  condições  do 
theorema  enunciado.  Aqui  exporemos  ainda  um,  devido  a  Lerch,  professor  na  Universidade 
de  Fribourg  {-). 

Sejam  m  e  n-i  duas  funcções  monogeneas  independentes,  e  consideremos  a  fracção  continua 

/  (z)  =  ?íl  +  «2 


XI {  11% 
?<1  +  Ui 


III  +  u%  ■ 


o  Esta  expressão  é  reciproca  de  outra  considerada  pelos  srs.  Schrõder  e  Tannery.  Veja-se  um  artigo 
que  a  este  respeito  publiquei  no  Bulldin  des  sciences  matkématiques,  tom.  xxii,  transcripto  no  tom.  11  das 
Obras  sobre  mathemalica. 

(2)  Bulletin  des  scieTices  mathématiques,  2.'  série,  tom.  x. 
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cujas  convergentes  c„^i  e  c„  estão  ligadas  pela  relação 


c„_|_i  =  m  +  U9 1 


011 


C„-|-l  —  Ml  Ui        C„  —  li  1 


d'onde  resulta 


e  portanto 


C(i-|-1— «2         Ui       C„  —  U-2 


Cn  —  Ml  «2      C„_i — Ui        C„_i — Ml  Ui      Cn^%  —  Ui 

= , = ,  etc, 

Cn — U2  Ml      C„_i — U-2       C,i_i — «2         M|       C„_2 — «2 


Cn-l-1— m  _  /  lí-2  \  "+'  _  Cp  —  Ml  _  /m2^ 
C„_|_i— IÍ2         \mi/  _  Cq  —  U-2         \Mi 


visto  ser  C(,  =  mi  +  M2. 

D'esta  egualdade  conclue-se  que  é,  para  n=  cc,  lim  c„_|_i=mi,  se  |  m-2  |  <|  tti|,  e  limc„^i=M2, 
se  I ÍÍ2  !  ]>  I  «1  I  ;  isto  é,  que  a  expressão  f{z')  representa  mi  na  área  onde  é  j  M2  |  <  |  zíi  |;  e  que 
representa  M2  na  área  onde  é  |  m2  |  >  |  «i  j. 


II 
Extensão  (la  fóruiula  de  Taylor  ás  fiincções  de  variáveis  iuiagiiiarías 

lõC.  Seja  3  =  p  (cos  (O  +  í'sen  tu)  =  pí;''"  uma  variável  complexa,  que  supporaos  descrever, 
quando  varia,  uma  recta  que  passa  pela  origem  das  coordenadas  e  faz  um  angulo  co  c.^m  o 
eixo  das  abscissas,  e  seja 

uma  funcção  d'esta  variável,    que   suppomos  admittir   derivadas  finitas   até  á  ordem  iij  para 
todos  os  valores  que  toma  z,  quando  varia  desde  O  até  z.  Teremos  (n."  113),  desenvolvendo 

Cp  (p)  e  '|i(p)  pela  formula  de  Maelaurin, 

F  (z)  =  F  (0)  +"s'  -^  [cp'»)  (0)  +  i^w  (Oj]  +  E„, 

a—{    ^  ■ 
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Temos  porém,  rlerivaiido  F(z)  a  vezes  rel;itivamente  a  p, 


e,  por  ser 


temos  também 


LogoC) 


e"'">  F""  (ÔiZ)  =  s'")  (ôíp)  +  4""  (ói^p). 


(1  F(z)  =  F(0)  +  V^F'«)(Oj  +  H„, 

('  1  _  fl ,  V'-"'  Cl  —  fl.->v'-"' 

^-^ = 7 — iVr-  S 1 2"  F""  (s.^)  I  +  i  — ^,—  1 1  z"  F(")  (e^z) ! . 

[n — i)lm  (n  — 1)1  m^'  ^     '' 

Pondo  na  expressão  de  R„ 

Cl  _  6,1"— '«  Cl  —  6-1Y-"' 

z»  =  Be*,   ) li-V-  F(«i  Ceiz)  =  Ce-,  ^ — 'Ij—  F(«) (6-22)  =  De''', 

pôde  dar  se-lhe  a  forma 

R„  =  BC  cos  íb  +  e)  -f  BDi  sen  {b  +  d)  =  He'*, 
onde 

H2  =  B"^C2  cos^  (ô  +  c)  +B2D2  sen-2  (i  -f  cZ). 

Suppondo  agora  C^D,  temos  H2^2B"-C^  e  portanto  H  =  >.BC  /2,   onde   "/.  representa 
um  factor  positivo,  egual  ou  inferior  á  unidade. 
Logo  temos  a  fórmula 

onde  oí  —  h  —  b  —  c. 

Se  for  D  >  C,  demonstra-se  esta  {(írmuia   do  mesmo  modo,    pondo  H -=  XBD  \^2- 


(')  Pcliis  notações  g  [A]  c  I  [A]  reprcsciitain-se  a  parte  real  c  o  coefficicnte  de  i  em  A. 

QQ 
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Applieanfio  as  fórmulas  (1)  e  (2)  á  funcção  f(z-\-z^^  e  mudando  no  resultado  z  em  Z  —  s^q, 
vem  a  fórmula 

que  tem  logar  quando  as  funcções /(s),  /'(z),  ■  •  .,  /'"' (^)  s^°  finitas  para  todos  os  valores 
que  toma  z,  quando  varia  desde  Zq  até  Z,  descrevendo  a  recta  que  une  os  pontos  correspon- 
dentes. 

A  fórmula  precedente  é,  como  se  vê,  a  fórmula  de  Taylor,  que  foi  demonstrada  primeiro 
no  caso  das  variáveis  reaes,  e  que  foi  estendida  por  Cauchy  ao  caso  das  variáveis  imagi- 
narias (').  A  expressão  do  resto  E„,  que  vimos  de  acliar,  é  a  expressão  devida  a  Darboux  (-\ 
•com  a  fórraa  que  lhe  deu  Mansion(^). 

157.  Desenvolvimento  do  binómio.  —  Applicando>a  fórmula  de  Taylor  á  funcção  íí  =  (1  +3)^, 
onde  suppomos  A;  real,  e  considerando  o  ramo  que  dá  m=  1,  quando  3  =  0,  vem,  como  no 
n."  11(3, 

(l  +  3)*=l+"Ê'(^)3''-fR„, 

a=l  \  «  / 

,-    kiic-i)...(k-n  +  í)    (A^ty-\i  +  ez)^-^. 

1)  Se  o  módulo  p  de  z  =  t;>e""  é  menor  do  que  a  unidade,  a  quantidade 


/c(Â:-l)...(^-n  +  l)   „ 
(n-l)! 


.  P 


tende  ('n.°  116)  para  zero,  quando  n  tende  para  o  infinito.  Além  d'isso,  temos 

1-9  _l-í 


í-^Õz 


i/i  +  e'^P*+2epcos, 


;<rri 


<i. 


(')  Podem  vcr-se  os  principaes  methodos  que  têem  sido  empregados  para  demonstrar  a  fórmula  de  Tay- 
lor no  caso  das  variáveis  imaginarias  no  nosso  trabalho  Sobre  o  desenvolvimento  das  funcções  em  serie,  já 
mencionado  no  n."  113. 

(2)  Journal  de  Liouville,  3.*  serie,  tom.  ii. 

(')  Mésumt'  dii  Cours  d'Analyse  infinitesimal e  de  VUniversité  de  Gand,  1887. 
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Logo  R„  tende  para  O,  quando  n  tonde  para  o  infinito,  e  o  binómio  considi-i-ado  pôde  ser 
desenvolvido  em  serio  ordenada  segundo  as  potencias  de  z  pela  fórmula 


(l+z)*=l-hl  (^)z^ 
a=l  \  a  / 


2)  Se  o  módulo  de  z  é  maior  do  que  a  unidade,  a  serie  precedente  é  diverg.-iite.  Com 
eflPeito,  o  módulo  do  quociente  de  dois  termos  consecutivos  d'esta  serie  tende  para  o,  quando 
a  tende  para  o  infinito. 

Para  o  estudo  do  caso  em  que  o  módulo  de  z  é  egual  á  unidade,  assim  como  para  o  estudo 
do  caso  em  que  k  é  imaginário,  pôde  consultar-se  uma  excellente  memoria  de  Mansion  publi- 
cada nos  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles  (tom.  ix). 

O  estudo  das  condições  de  convergência  do  desenvolvimento  do  binómio  foi  feito  pela  pri- 
meira vez  de  uma  maneira  completa  por  Abel  em  uma  memoria  admirável,  que  consagrou 
a  esta  serie  {Oeuvres,  tom.  l). 

J58.     Appliquemos  agora  a  fórmula  que  vimos  de  obter  á  dedueção  de  algumas  outras. 
A  egualdade 

senz  = 


■H 


dá 


(2iy  sen'-  z  =  e*'-  (1  —  e-^'-')*-. 
Se  i  é  ura  uumero  inteiro  positivo,  vem 

(20*'sen*z=  S  (-1)"  (  ^  )  ef^-^") '^ 
0=0  \  a  / 

=  S  (— l)"  (^)  [cos(^-2a)z  +  isen(A;-2a)z]. 

D'esta  egualdade  tira  se,  se  ^  é  par,  altendendo  a  que  nos  termos  equidistantes  dos  ex- 
tremos é  egual  a  parte  dependente  do  coseno,  e  egual,  em  valor  absoluto,  mas  de  signal 
contrario,  a  parte  dependente  do  seno,  e  attcndendo  também  a  que  existe  um  termo  médio, 

correspondente  a  a  = -^ -,  cujo  valor  e 


k 


(— l)*2*sen*z  =  2    S    {-])"{]  cos (k  — 2a) z  + 

a=ll  \  «  / 
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Do  mesmo  modo  se  acham  as  fórmulas 


(-1)'        2'-seniz  =  2- V    {- l)"  [J  sen  (k  -  2a)  z, 


a=0 

que  tem  logar  quando  k  é  impar, 

(Jcos(fc-2a).+  (    ^ 


2^cos^-..=  2Y(^)cos(^-2a).+  (^J, 
que  tem  logar  quando  k  é  par,  e 


2''eos'z  =  2     E  cos(A:-2a)z, 

que  tem  lugar  quando  k  é  impar. 

Estas  fórmulas  importantes  dào  os  desenvolvimentos  da  potencia  k  de  senz  e  cosz  orde- 
nados segundo  os  senos  e  os  cosenos  dos  arcos  múltiplos  de  z.  Foram  dadas  por  Euler  na 
Introduc-io  in  Analysin  injinitorum. 

159.  Desenvolvimento  de  t^,  sen  z  c  cosz.  —  Applicando  a  fórmula  de  Taylor  á  funcção 
(r ,  vem 

e--=l+z  +  ...-f  ; — -LX  v/2e="'— 5-e'-'. 

(»» —  1)!  n\ 

Por  — -  tender  para  zero,  quando  n  tende  para   o  infinito,    esta   fórmula   mostra  que   a 

funcção  e-  é  sempre  susceptível  da  ser  desenvolvida  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias 
de  z  pela  fórmula 

a=i  a! 

qualquer  que  seja  o  valor  de  z. 

Por  uma  analyse  semelhante  se  vê  que  as  series  achadas  no  n.°  121  para  o  seno  e  o 
coseno  de  uma  variável  real  ainda  têem  logar  no  caso  das  variáveis  imaginarias. 

160.  Desenvolvimento  de  log(l +z).  —  Applicando  a  fórmula  de  Taylor  a  esta  funcção, 
vem,  como  no  caso  das  variáveis  reaes, 

1  z"-' 

rv„. 


log(l+z)  =  z--^z2  +  ...  +  (_l),.-i__ 
E„  =  (-l)-Xv/2e-.-^^^-(i^; 
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considerando  somente  aquelle  ramo  de  log  (1  +  z)  cujo  valor  inicial  é  egual  a  zero.  É  fácil  de 
ver,  procedendo  como  no  ii."  157,  que,  se  o  módulo  de  z  é  menor  do  que  a  unidade,  temos 
o  desenvolvimento  em  serie 

e  que,  se  o  módulo  de  s  é  maior  do  que  a  unidade,  esta  serie  é  divergente. 

101.  Fazendo  uma  outra  appiicação  da  fórmula  demonstrada  no  n."  156,  vamos  esten- 
der, por  meio  d'ella,  ás  funcções  de  variáveis  imaginarias  a  regra  para  formar  as  derivadas 
das  funcções  compostas.  A  demonstração  d'esta  regra  dada  no  ii."  169  é  somente  applicavel 
ás  variáveis  reaes. 

Seja"?/ =/(((,  v)  uma  funcçFío  dada  e  supponhamos  que  as  derivadas  fiiu,  v),fl,{u,  v)  e 
f'i;i,{u,  v)  são  finitas  no  ponto  {u,  v)  e  nos  pontos  risinhos,  e  que /[',  (ti,,  v)  é  continua,  relativa- 
mente a  u,  no  ponto  considerado. 

Temos 

/(«  4-  h  V  +  l)  =f  (u  +  k,  v)  +  Ifl  (u+k,  v)  +  1 X  V2  e^-'-'  r-  /;  {u  +  k,v  +  61), 


quando  se  dão  a.  k  e  l  valores   sufficientemente   pequenos   para  se  poder  applicar   a  fórmula 
dada  no  n."  156;  e 

f(u  +  k,  i-)=/(í(,  v)  +  kfu{u,  v)  +  aik, 

fv  («  +  J-,   V)  ==fy  (II,  v)  +  «2, 

onde  ai  e  «2  são  quantidades  que  tendem  para  zero,  quando  k  tende  para  zero.  Logo 

/(«  +  k,  v  +  l)  -f{u,  v)  =  kfi  {u,  v)  +  Ifl  {u,  v) 
-f  oiik  +  oi-xl  -j-  —  X  /2  e<^''  r-f^  {u  -f  /.-,  v-\-U). 

Suppondo  agora  que  u  &  v  são  funcções  de  s  e  que  k  e  l  são  os  valores  dos  augmentos 
que  recebem  u  e  i',  quando  se  muda  z  em  z-\-h,  temos,  devidindo  ambos  os  membros  d'esta 
equação  por  h  e  fazendo  tender  h  para  zero, 

cu  Cu 


334 


quando  ao  valor  de  z  considerado  corresponde  uin  ponto  (u,  v)  onde  são  satisfeitas  as  condi- 
ções precedentemente  enunciadas. 

Do  mesmo  modo  se  considera  o  caso  de  a  funcção  dada  depender  de  mais  de  duas  funcções 
componentes. 

162.  O  processo  anterior  para  achar  o  desenvolvimento  das  funcções  em  serie  é  raras 
vezes  applicavel  por  causa  da  complicação  da  expressão  do  resto  ll„,  que  é  necessário  dis- 
cutir, para  saber  se  R„  tende  para  zero,  quando  n  tende  para  o  infinito.  Recorre-se  porisso 
n'este  caso  a  um  theorema  célebre  de  Cauchy,  que  será  demonstrado  no  Calculo  integral,  e 
ainda  a  um  theorema  importante,  devido  a  Weierstrass,  que  aqui  vamos  demonstrar.  De- 
monstraremos porém  primeiramente  o  seguinte: 

Lemma.  Se  a  serie 

F(z)=  S  c„z",    z  =  x-^iy 

for  conxergente  em  um  circulo  de  raio  dado,  e  se,  em  todos  os  pontos  do  inferior  d'este  circulo 
que  têem  o  mesmo  módulo  ç,  o  módulo  de  F(s)  for  menor  do  qne  uma  quantidade  positiva  L, 
o  módulo  de  cada  termo  da  serie  não  pôde  exceder  L. 

Com  eífeito,  multiplicando  a  serie  proposta  por  z~"'^  vera 

m — 1  30 

z-"'  F(z)=  S   c„  2"-"'  +  c„  +     5:    c„  z«-"' 

m— 1  k 

'  =  2    c„z''-"'  +  c„.+     S      C„2"-'»+R, 

n=0  íi=m-t-l 

R  representando  uma  quantidade  cujo  módulo  tende  para  zero,  quando  k  tende  para  o  infinito. 
Mas,  como  por  hypothese  é  |  z~"'  F  (z)  |  <  Lp~"',  quando  |  z  |  <  p,  e  como,  por  mais  pequeno 
que  seja  o  valor  que  se  attribua  a  uma  quantidade  positiva  5,  existe  sempre  um  valor  /i|  tal 
que  é  |R|<8,  quando  fc>^i,  teremos  (n."  ll-I) 


I  z-'"  F  (z)  —  R  i  <  Lo-"'  -f  B, 


ou 


S  c"z"-"'+Cm+    S     c„ z"-"M  < Lp-"' +  8, 

M=0  n=m-)-l  I 


quando  |  z |  =  p. 

Dando  agora  n'esta  desegualdade  a  s  os  valores 


p,  pe'»,  pe2,-f,^   ...,p«(-l)« 
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e  Si  k  um  valor  maior  do  que  os  clifferentes  valores   de  ki  correspontes   a  estes  valores  de  z, 
temos  as  desegualdades 

m-l  *  I 

S:   c„p'-"'  +  c„,+     S     c^p"-"'  <Lp-"'+S 

H=0  ii^m-l  1  I 

m-i  t  I 

S   c„p''-"'el"-'""0  +  c„,+     í^     c„  p"-™  e"'-'") 'O  I  <  Lp-"' +  8^ 

n=0  n=m+l  ! 


que  dão,  sommando  e  attend^ndo  ao  theorema  I  do  n."  11, 


\m-l 


E    c„  p"-"'  (  1  -f  e^C-^iO  +  . .  .  +  e'  ;''-i)(''-'")0  j  4-  ac„ 

n=0 


+     S     c„  p» -'"  (  1  +  e''l''-'"lfl  +  . .  .  +  e''  {"-im-m)  O 


<a(Lp-"'  +  3), 


ou,  pondo 


1  —  gia{n— m)6 

1  4-  J(n—m)f)  _(_  I    gi  (0—1)  (ii-m)O  ^  ^  ^  • 

'     '  ,     •  •  •     I  j giiii— miô 


e  dando  á  quantidade  6  um  valor  que  não  seja  raiz  da  equação  1 — e'("— ""Jô  =0,   isto  é,    um 
valor  tal  que  A  seja  finito, 


m— 1  t 

S  c„Ap''-'»  +  ac,„+     I     c„Ap"- 

n=0  n=m-\-i 


<a(Lp-"+S), 


ou 


B 


<Lp- 


representando  por  B  a  parte  da  desegualdade  precedente  independente  de  c„. 
D'esta  desegualdade  tira-se 

(«)  |cmi<Lp-"-  +  8; 

porque,  se  fosse  |  c,„|>Lp~"'  +  5,  podia  dar-se  a  a  um  valor  tào  grande  que  fosse 

|c„,|-^i>Lp-"'  +  5 


e,  portanto, 


>Lp-'"  +  8, 
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visto  ser  (n."  11-Ij 

|Bi    ,  I       ,   B        , 

>i 


^-  +  |c.+  '' 


a 


163.  Theorema.  —  Se  uma  funcção  f(z)  for  susceptível  de  ser  desenvolvida  na  serie  uni- 
formemente convergente  dentro  de  um  circulo  de  raio  R  com  o  centro  na  origem  das  coorde- 
nadas : 

(1)  /(2)=Po(£)  +  P,(.-)  +  ...+  P„(z)+..., 

e  se  as  funcções  Pq(z),  Pi  (z),  etc.  forem  susceptíveis  de  ser  desenvolvidas  nas  series  ordenadas 
segundo  as  potencias  de  z,  convergentes  dentro  do  mesmo  circulo: 

(2)  P,  (z)  =  A  <•'  +  A',"'  z  +  kr  z-2  + . . .  +  Aí;"  2"  + . .  . , 

a  funcqão  f{z)  será  também  suscejitivel  de  ser  desenvolvida  na  serie  ordenada  segundo  as  'poten- 
cias de  z : 

(3)  /(z)  =  A„  +  Ais  +  A2z2+...  +  A,„2'"+..., 
e  será 

(4)  A„  =  AL"'  +  Al!'  +  ...-AÍ:'+... 

Este  theorema  foi  demonstrado  por  Weierstrass  da  maneira  seguinte  ('). 

Seja  p  uma  quantidade  positiva  menor  de  R;  por  ser  uniformemente  convergente  a 
serie  (1)  na  circumferencia  do  raio  p,  a  cada  valor  da  quantidade  positiva  ã,  por  mais  pequeno 
que  seja,  corresponderá  um  valor  «i  de  n.  tal  que  a  desegualdade 

i  P„+  ,  [Z]  +  P„+2  (3)  + . . .  +  P„+,  (3)  I  <  3 

será  satisfeita  por  todos   os  valores   de   n   superiores   a  ?i(  e  por  todos  os  valores    de    z   que 
têem  o  m(')dulo  p,  qualquer  que  seja  p. 
Mas  temos  (n."  2õ) 

P„^i(.i+...+  P„^p(3)=  S  (A-+'>  +  ...  +  Ar")^- 
Logo,  em  virtude  do  leinma  demonstrado  no  numero  anterior,  temos  a  desegualdade 

I  Ai;'+"  +  a;:+-> + . . . + Aí:+''>  i<  sp-" , 

d'onde  se  conclue  a  convergência  da  serie  (4). 


(')  Monatsberichte  der  Kun.  Alcademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1880. 
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Considerando  agora  outro  numero  positivo  pi  tal  que  seja  R>pi>p,   podemos  dar  a  ni 
imi  valor  tal  que  seja  também 

I  AL"+"  +  A^-^'  + . . .+  Ar^'  1  <  5pr-, 

por  maior  que  aejap;  e  portanto 

I  Hm  (Aí,"+"  +  AL"^-'*  + . . .  +  A^;+'"  I  ^  3p,-"'. 

Pondo  para  brevidade 

Ar+Ai;'+...+Ai"=A;„, 
lim  (A':+'> + As+^> + . . . + Á':+^> ) = a:, 

o  que  dá 

a„=a:+a:,  |A:i<3pd-'", 

vem,  para  os  valores  de  z  cujo  módulo  p  é  inferior  a  pi,  a  desegualdade 

|Ao|  +  |Al'£Í  +  ...  +  |A;;2"'|-r...  <âri  +  -^  +  ...+ (-Í-) '"+... 1<^-^' 

L        pi  Vpi/  J        pi  — p 

da  qual  se  t-onclue  (n.°  23-2.")  que  a  serie 

Ao+Ai'3  i-...+a;;z"'+... 

é  absolutamente  convergente. 

Por  outra  parte,  6  também  absolutamente  convergente  (n."  2õ)  a  berie 

P^{z)  +  Fiiz)+...  +  P„(z)=    I  (Ar  +  A;,l'  +  ...  +  Aí;'>)z" 

=  aóh-a;z+...+a;„2'"+... 

Logo  a  serie 

Áo  +  Áiz  +  Aiz^  +  .  .. 

é  absolutamente  convergente. 
Temos  depois 

i  A„.3"'=  £  (a;„+a;;,)2"'=  s  p.(z)+  s  a;;  2™, 

«1=0  m=0  (1=0  ni=0 

RR 
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d'onde  se  tira 


s  p,(2)-  s  A„z'»=  s  p,(2)-  I  a;  2-", 

0=0  m=0  a=n+l  m=0 


e  portanto  (n."  ll-I) 


1  0=0  m=0 


fí-p 


Como  a  5  se  pôde  dar  um  valor   tão  pequeno   quanto  se  queira,    tira-se   d'esta   desegual- 
dade 

I  P.(z)=   S  A,„z'", 

0=0  ffl=0 

isto  é,  a  egualdade  (3),  que  se  queria  demonstrar. 

Exemplo  1."  Consideremos  a  funeção/(s)  =  sen(senz).  Temos  o  desenvolvimento 


/(3)=sens--^ 
que  é  uniformemente  convergente,  qualquer  que  seja  z  (u."  27).  A  funcção 

pode  ser  desenvolvida  {n.°  25)  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z,  qualquer  que 
seja  s.  Logo,  em  virtude  do  theorema  precedente,  também  a  funcção  sen  (sen  z)  pode  ser 
desenvolvida  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z,  qualquer  que  seja  z. 

Exemplo  2."  Vê-se  do  mesmo  modo  que  a  funcção 

/(z)  =  senriog(z+])] 

pôde  ser  desenvolvida  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z,  quando  o  módulo  de  z 
é  menor  do  que  a  unidade. 

164.     Applicando  o  theorema  precedente  ás  series   ordenadas  segundo  as  potencias  de 
z  —  f/,  sendo  z  variável  e  a  constante,  deduz  se,  como  vamos  ver,  o  seguinte  theorema: 
íSe  a  seríe 

(1)  /(z)=Co  +  c,(z-a)+...  +  c„(z-a)''-f... 
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fôr  convercjente  no  interior  de  um  circulo  de  centro  a  e  raio  R,  isto  é,  quando  \z  —  a  |  <; R,  e  se 
Zq  rejJresentar  um  i^onto  do  interior  d'este  circulo,  as  derivadas  f  (zq),  f"  (z„),  ele.  existem,  e 
são  finitas  e  respectivamente  eguaes  aos  valores  que  tomam  no  ponto  Zq  as  sommas  das  deri- 
vadas de  primeira  ordem,  de  segunda  ordem,  etc.  dos  termos  da  serie  proposta,  isto  é: 

oo 
/'  (Zo)=    ^   WC„  (Z(,  —  «)"-', 
11=1 

f"(zo)=  S  n(n-l)c„(í„-a)"-2,  etc. 

11=2 

Em  segundo  logar,  se  fôr  \zq  —  a  |  + 1  s  —  Sy  |  <  R,  temos 

Com  eíFeito,  pondo  na  serie  proposta  z  =  ZQ-\~h,  teremos 

f(z,  +  h)=  S  c^z.  +  h-ay. 

11=0 

Esta  serie,  considerada  como  funcçào  de  /;,,  é  uniformemente  convergente  quando  é 
|zq  +  â  — rt|<R,  e,  portanto  (n."  ll-I),  quando  é  \zQ  —  a\-\-\h\<'R.  Desenvolvendo] pois 
os  binómios  que  n'ella  entram  e  ordenando  o  resultado  segundo  as  potencias  de  h,  teremos, 
em  virtude  do  theorema  precedente, 

/(^O  +  ^)  =/('-0)  +  Vi  (2o)  +  ^'/2  (2o)  +•  .  •  , 

onde 

00 

/i(2o)=  -  nc„  (zo  -  a)»-' , 
11—1 

^2  (zq)  =  ^  « (n  -  1)  c„  (£•(,  -  a)"-2,  etc. 

íi=2 

Pondo  agora  h=-z  —  SQ,  vem 

/ (2)  =/(^o)  +  (^  -  ~^o)/'  (^o)  +  • .  • + (2  -  '-0^"  f«  (^o) + •  •  • , 
com  a  condição  |  z,,  —  a  |  +  i  2  —  z„  |  <;  R. 

Para  das  fórmulas  precedentes  tirar  o  theorema  enunciado,  basta  notar  primeiramente  que 
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a  ultima  dá /j  (zq)=/'(2o),  e  que,  portanto,  a  derivada  da  fimcção  definida  pela  serie 

/ (^o)  =  «=0  ^  Cl  (^0  —  «)  +  •  ■  •  -r  c„  (Sj,  —  a)"  + .  . . , 

relativamente  a  Zq,  é  egual  á  somma  das  derivadas  dos  seus  termos. 

Applieando  depois  esta  regra  á  funcção  f\  (zg)  e  notando  que  os  termos  de  fi  (z^)  sào 
eguaes  ás  derivadas  dos  termos  correspondentes  da  serie  que  define  /i  (z^),  conclue-se  que 
/a  (zq)  =/i  (^o)  =/"  (^o)-  Continuando  do  mesmo  modo,  vê-se  que  f3{z^  =  f"'{z^,  etc. 

COROLLAKIO.  Se  a  serie  (1)  fôr  convergente  no  inferior  do  circulo  de  raio  R  e  centro  a,  a 
funcção  é  continua  deiitro  do  mesmo  circulo. 

Com  eífeito,  em  todos  os  pontos   do  interior  d'este  circulo  /(z)  tem  uma  derivada   finita. 

16õ.  A  respeito  da  continuidade  e  das  derivadas  das  series  enunciaremos  ainda  os  theo- 
remas  seguintes,  que  se  demonstram  do  mesmo  modo  que  os  theoremas  análogos  relativos  ás 
funcções  de  variáveis  reaes  (n.°*  148  e  149): 

1."  Se  a  serie  f{x)^'2.f„[x)  fôr  uniformemente  convergente  em  uma  área  dada,  a  funcção 
f{x)  é  continua  7ios  pontos  d'esta  área  em  que  todas  as  funcções  f\  (aji,  fi{x)  etc.  são  continuas. 

2."  Se  a  serie  -.f„{z)  fôr  convergente  em  uma  área  dada,  e  se  7ia  mesma,  área  fôr  unifor- 
memente convergente  a  serie  11f'„{s),  formada  com  as  derivadas  dos  termos  da  serie  precedente, 
temos  f  (z)  =  —  /n  (z)  na  área  considerada. 

166.     Vimos  no  n."  164  que,  se  a  serie 

(1)  /(z)  =  Co  +  Cí(z-a)  +  ...  +  c,.(z-a)'-í  +  ... 

fôr  convergente  no  interior  .de  um  circulo  de  i"aio  R,  a  serie 

f  (z)  =  Cl  +  2  C2  (z  —  a)  + . . .  +  «c„  (z  —  a)"-í  + . . . 

é  convergente  no  interior   do  mesmo   circulo.    Vamos   agora   mostrar   que  o  raio  de  conver- 
gência d'esta  segunda  serie  nào  pôde  ser  superior  ao  da  anterior. 

Com  effeito,  se  esta  ultima  serie  fôr  convergente  quando  \  z  —  a  j  =  p,  existe  um  numero 
positivo  B  tal  que  temos 

nlc„|p''-'<B, 
por  maior  que  seja  o  valor  que  se  dê  a  n,  e,  portanto,  dando  a  n  valores  maiores  do  que  r>, 

|c„|p"<B-^  <B, 
por  onde  se  vê  que  a  serie  (1)  também  é  convergente  (n."  27). 
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Resulta  do  que  precede  um  methodo  para  desenvolver  uma  funcçcão  em  serie  ordenada 
segundo  as  potencias  de  a;  —  a,  quando  se  conhece  o  desenvolvimento  da  sua  derivada.  Assim, 
se  quizermos  achar  o  desenvolvimento  de  f{x)  e  fôr  conhecido  o  desenvolvimento  da  sua  de- 
rivada 

/•'Xs)  =  ao  +  a,(2-«)  +  ...+  «„(z-«)"  +  ..., 
temos 

(z  — a)''+i 


/•(z)=/(«)  +  «„(s-a)  +  .  ••  +  ««  = 


n+1 


Procuremos,  por  exemplo,  o  desenvolvimento  da  funcçào  !t  =  arcsens. 
Por  s.r  (n.°  116). 

onde  o  raio  do  circulo   de  convergência  é  egual  á  unidade,  temos   o  desenvolvimento,   des- 
coberto por  Newton, 

\        Z^  1.3... (2/1-1)        S^n+l 

arccos2  =  z-|--5- '-jj-H-.       '  -      ■  -  -^ 


2     3     '  ■■■  '         2.4.  ..2?i         2«+l  '     ■   ' 

onde  se  considera  o  ramo  da  funcção  que  se  reduz  a  O,  quando  s  =  O,   o  qual  tem  o  mesmo 
circulo  de  convergência  que  o  anterior. 

I.  Resulta  do  que  precede  e  do  que  se  disse  no  n."  163  que  a  funcção  zt  =  cos  A;  (are  sen  z) 
pôde  ser  desenvolvida  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z,  quando  |z|<l. 
A  expressão  d'este  desenvolvimento  é  notável,  e  porisso  vamos  procural-a. 
Temos  primeiramente 

(1-Z2)w'2  =  jt-(1-H-), 

e  portanto 

(1— z2)m"_2m'-|-7c-^M=U. 

Derivando  agora  n  vezes  esta  equação  (n."  105-11),  vem 

(1  -z^i)  wl"f2)  _(2)í+  l)2«f«  +  ll-  (íi2_i2)  íiW  =  0, 

«  portanto,  pondo  s=0, 

„í,"+"=(n2-Â;2^wr. 
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Como  porém  temos  «0  =  1,  Uo  =  0,  deduz-se  d'esta  egualdade  que  uj,"'  é  egual  a  zero, 
quando  n  é  impar,  e  que,  quando  u  =  2in, 

«i^"'  =  (_  l)m  r/,2  _  22]  [k^-  _  42] . . .  [k^  -  {2m  -  2)2]. 

Temos  pois  a  fórmula,  dada  por  Joào  Bernoulli, 

,,  N      1       ^'    «  ,    ^-(F-2«)    ,      k^k'--2'-)(k'--4^)  , 

cos  À;  (are  sen  s)  =  l—-—-z--\ ^—- z* ^ ^^4^^ ^  s^  —  . . . 

21  4 !  o ! 

Acha-se  do  mesmo  modo  a  fórmula,  devida  a  Newton, 

sen  K  (are  sen  s)  =  kz ^ — — z^  -\ ^^ ^ 2*  —  ... 

O  primeiro  d'estes  desenvolvimentos  tem  um  numero  finito  de  termos  quando  k  é  par,  e 
o  segando  quando  k  é  impar,  e,  nestes  casos,  z  pôde  ter  um  valor  qualquer.  Nos  outros  casos 
a  serie  é  divergente  quando  |3|>1. 

Existem  outras  fórmulas  análogas,  devidas  a  Euler  e  Lagrange,  que  se  podem  ver  nos 
bellos  capítulos  que  este  eminente  geometra  consagrou  ao  desenvolvimento  das  funcções  cin- 
culares  nas  suas  Leçons  sitr  la  théorie  ães  fonctions  analytiqucs. 


III 
Fiiiieçõcs  rosiilares  em  uma  região  do  plano 

167.     Definição.  —  Se  a  funcção  /(s),  na  visinhança  do  ponto  Zq,   fôr   susceptível  de  ser 

desenvolvida  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z  —  z^^,  isto  é,  se  existir  um  numero 
positivo  R,  tal  que  seja 

/(£)=Co  +  c,(s-£o)+...  +  c„(s-rn)''  +  .  .., 

quando  |s  — 2(,|<R,  diz-se  que  a  funcção  f(z)  é  regular  no  jjonto  Zq. 

E  fácil  de  ver  que  (1  +  zf,  e-,  log  (I+2),  etc.    são  funcções  regulares  em  todo  o  plano, 
exceptuando  certos  pontos  isolados. 

1)  No  caso  do  binómio  (1+z)''  temos 

(1  + .,. = (1 + ..).  [1  +  )^ = (1  +«.).  1  (A)  (£^) ■, 
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quando  \z  —  Zq  |  <;  1 1  +  s^i  | ;  e  portanto  esta  funcção  é  regular  em  todo  o  plano,  exceptuando- se 
o  ponto  Zq-=  —  1  quando  k  não  é  inteiro  e  positivo. 
2)  Do  desenvolvimento 


e'  =  e- 


,--o  =  e--o[l+.-z„+...  +  >^^^  +  ...] 


conclue-se  que  a  funcção  e-  ó  regular  em  todo  o  plano. 

3)  Da  egualdade 

log(14z)  =  log(l+3„)  +  log(l+-f^)  =  log(l+Zo)  +  -^;— i(f^)V..., 

que  tem  logar  quando  é  (z  — Zq|<|  1 -Kz^l,  conclue-se  que  log (1  +  2)  é  uma  funcção  regular 
em  todc  o  plano,  excepto  no  ponto  Zq  =  —  1. 

4)  Do  mesmo  modo  se  mostra  que  sen  z  e  cos  z  são  funcções  regulares  em  todo  o  plano. 

16S.  Theorema  1."  Se  uma  funcção  uniforme,  regular  em  todos  os  pontos  de  uma  área 
continua  A,  fôr  constante  em  todos  os  pontos  de  uma  linha  finita,  contida  na  área  A,  é  cons- 
tante em  toda  a  área. 

Representando,  com  effeito,  por  a  o  valor  de  s  correspondente  a  um  ponto  qualquer  da 
linha  dada,  teremos,  para  todos  os  valores  de  z  representados  pelos  pontos  de  um  circulo  de 
centro  a  e  raio  R, 

/(z)  =  Cg  +  Cl  (z  —  a)  +. . .+  c„  {z  —  aY  + . .  . 

ou  (n.o  164) 

/(z)=/(«)  +  (z -«)/'(«)+. .  .+  Í5z^>)(«)  +  . . . 

Mas,  por  ser  constante  a  funcção  /(z)  em  todos  os  pontos  da  linha  dada,  temos  /'  (a)  =  O, 
f"(a)  =  0,  etc.  Logo  será  f(z)  =  f  [a)  em  todo  o  circulo  considerado. 

Tomando  em  seguida  um  ponto  6  do  circulo  anterior  e  repetindo  o  raciocinio  precedente, 
demonstrase  do  mesmo  modo  que /(z)=/(6)=/(a)  em  todos  os  pontos  de  um  segundo  cir- 
culo, que  é  em  parte  distincto  do  anterior.  Tomando  um  ponto  c  d'este  circulo  acha-se  do 
mesmo  modo /(z)  =  /(c)  =  /'(ô)=/(a)  era  todos  os  pontos  de  um  terceiro  circulo.  Continuando 
do  mesmo  modo  até  ao  contorno  da  área  A,  demonstra-se  completamente  o  theorema. 

Theore.ma  2."  Se  duas  ftmcções  uniformes,  regulares  em  todos  os  pontos  de  uma  área  con- 
tinua A,  forem  eguaes  em  todos  os  pontos  de  nma  linha  finita,  contida  na  área  A,  são  eguaes 
em  toda  a  área. 
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Este  theorema  é  consequência  imraediata  do  anterior,  pois  que  a  differença  das  duas 
fancções  sendo  nulla  em  todos  os  pontos  da  linha  dada,  será  nulla  em  toda  a  área  A. 

Theorema  3."  Se  uma  funcção  uniforme,  regular  no  ponto  a,  se  annulla  assim  como  as 
suas  derivadas  até  á  ordem  m  —  1 ,  quando  é  z  =  a,  teremos 

f(z)  =  {z-aYo{z), 

onde  tp  (z)  é  uma  funcção  nniforme  regular  na  visinhanca  do  ponto  a. 
Com  eífeito,  sendo  por  hypothese 

/(z)  =  c^-{-Ci  {z  —  a)+. .  .+  c,„  (z  —  0)"-  +  .  .  . 

e  C(t=f{a),  ci=/'(a),  etc,  temos 

d'onde  se  tira  o  theorema  enunciado. 

Theouema  4."  Os  pontos  em  que  uma  funcção  uniforme,  regular  em  uma  área  A,  tem  um 
mesmo  valor,  estão  separados  por  intervallos  finitos,  se  a  funcção  não  é  constante. 

Com  effeito,  por  não  ser  constante  a  funcção  f{z)  na  área  A,  as  derivadas  /'  (a),  /"  (o), 
etc.  não  podem  ser  todas  eguaes  a  zero.  Suppondo  pois  que  /''"'(a)  é  a  primeira  derivada  que 
não  é  nulla,  temos 

fiz)  -f{a)  =  (z  -  ay  [-ij /i-)  (a)  +^^^i  ./■'"'+*'  («)  +  ...]• 

Mas  é  sempre  possível  dar  a  5  um  valor  tão  pequeno,  que  o  módulo  do  primeiro  termo  d'esta 
differença  seja  maior  que  o  módulo  da  somma  dos  seguintes,  quando  |3  — a|^ã.  Logo  no 
circulo  de  centro  a  e  raio  ?  a  differença  /(z) — f(a)  não  pôde  ser  nulla  em  ponto  algum  diífe- 
rente  de  a. 

Theorema  5.°  A  somma  de  duas  expressões  uniformes,  regularei  em  todos  os  pontos  da 
área  A,  é  uma  expressão  regular  nos  mesmos  pontos . 

Este  theorema  é  uma  consequência  immediata  do  theorema  4."  do  n."  25.  Com  effeito, 
chamando /(z)  e  F(z)  as  duas  expressões  dadas  e  a  um  ponto  da  área  A,  temos 

f(z)  =  Zc.  (z  -  «)»,     F  (z)  =  SC„  (z  -  a)», 
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e  portanto 

/(z)  +  F(z)  =  S(c„+C„)(z-«)''. 

TheOkema  6."  O  producto  de  duas  expressões  uniformes,  regulares  em  todos  os  pontos  da 
área  A,  é  uma  expressão  regular  nos  mesmos  pontos. 

Demonstra-se  este  theorema  do  mesmo  modo  que  o  anterior,  partindo  do  theorema  5." 
do  n.o  25. 

Thkouema  7."   o  quociente  de  duas  expressões  '-^{2)  e  '\>  yz),  uniformes  e  regulares  na  área 
A,  é  regular  nos  pontos  da  mesma  área  em  que  o  denominador  ']>  (z)  não  é  nullo. 
Com  eflFeito,  pondo 

'^(z)  =  Co  +  ci(z  — «)+... +  c„(z  —  a)"  +  .  .  ., 
onde  Cq  é  differente  de  zero,  teremos 

pondo 

(2-a)[ci  +  cafz-a)  +  ---]  _  p  ^^ -  a). 

Dando  a  \z  —  a\  um  valor  tão  pequeno  que  seja  |P(2  —  a)j<[l,  podemos  desenvolver 
[!J)(z)]"-*  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z  —  a,  e  teremos 

^  =  cJl-P(z-aJ  +  [P(z-a)]-^-[P(z-a)]3  +  ...j. 

Esta  serie  é  uniformemente  convergente  na  visinliança  do  ponto  a,  assim  como  (n."  25) 
as  series  que  resultam  de  P(z  —  a),  [P(z  —  a)]-,  etc;  logo  (n."  163)  a  funeção  [tjííz)]"'  é 
susceptível  de  ser  desenvolvida  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z  —  a  na  visinhança 
do  ponto  a.  Esta  funeção  é  pois  regular  no  ponto  a,  assim  como,  em  virtude  do  theorema 
anterior,  a  funeção  <?(íc)  [<{>(íc)]~"'. 


Ss 
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IV 
Fuiicções  regulares  em  todo  o  plano 

169.  A  toda  a  funcçào  uniforme  /(z),  regular  em  todos  os  pontos  do  plano,  chama-se 
funcção  inteira  ou  holomorpha.  Taes  são,  entre  as  funcções  algébricas,  os  polynomios  racio- 
naes  inteiros  relativamente  a  z,  e,  entre  as  funcções  transcendentes,  as  funcções  e-,  sen  z, 
cos  z  e,  em  geral  (n."  164),  as  funcções  que  podem  ser  desenvolvidas  em  serie  ordenada  se- 
gundo as  potencias  inteiras  positivas  de  z; 

/(2)  =  <^0  +  ^'    2  +  C2    32  +  .  .  .  +  C„Z"+.  .  ., 

qualquer  que  seja  z. 

A  theoria  das  funcções  transcendentes  inteiras  é  a  continuação  natural  da  theoria  das 
funcções  racionaes  inteiras,  estudada  na  Álgebra,  e  as  suas  propriedades  são,  em  parte,  aná- 
logas ás  propriedades  d'estas.  São  também  susceptíveis  de  se  exprimir  por  um  producto  de 
factores,  que  tornam  explicitas  as  raizes  da  funcção.  Este  resultado  importante,  demonstrado 
primeiro  por  Euler,  Cauchy,  Gauss,  etc,  em  alguns  casos  particulares,  foi  completamente 
estabelecido  por  Weierstrass  (*).  Antes  porém  de  expor  o  bello  tlieorema  devido  ao  eminente 
geometra  de  Berlin,  vamos  considerar  as  duas  funcções  sens  e  cosz^  cuja  decomposição  em 
factores,  devida  a  Euler,  se  obtém  por  considerações  simples. 

170.  Decomposição  do  seno  e  ão  coseno  em  factores.  —  Da  expressão  de  sen  kz  dada  no 
n.°  52  tira-se,  quando  k  é  impar,  pondo  cos-z=l  —  sen^s^ 

senZ;z=y"(sen2), 

onde  /  representa  uma  funcção  inteira  do  grau  k.  Os  k  valores  de  sen  s  que  annullam  esta 
funcção,  devem  corresponder  aos  valores  de  z  que  satisfazem  á  equação  sen  Ãz  =  O  e  que  dão 
para  senz  valores  distinctos,  isto  é,  aos  valores  de  z  seguintes: 


(')  Weierstrass;  —  Zur  Theurie  der  eindeutigen  analytischeu  Fimctionen  einer  Veranderlichen  [Ãbhanãluti- 
gen  der  K.  Akademie  zu  Berlin,  1876). 
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Logo  temos 


sen  kz  =  A  sen  z  /  1  — 


l/A  -^^^7 

onde  A  ó  uma  constante,    que  vamos  determinar.  Para  isso,  dividam-se  os  dois  membros  da. 
egualdade  precedente  por  kz  e  façase  depois  tender  s  para  zero.   O  primeiro  membro  ten- 

dendo  para  a  unidade  e  o  segundo  para  —j^,  teremos  A  =  k. 

Tl?* 

Mudando  na  egualdade  precedente  z  em  -j^,  temos 


sen^-j-J         \  sen--Y- 

zz  ].  Al,  k 

senzz  =  A;  sen  -r-  ( 1 >,-  >  . . .  <  1 


'^^        sen^i  sen^(^-l)^ 


2/J         1  '2k 

Vamos   agora  procurar  o   limite  para  que  tende   o  segundo  membro  d'esta  egualdade, 
quando  k  tende  para  o  infinito. 
Por  ser 

sen-  -j-         o 
,.     ,         Ttz  ,.  A;  S" 

iim /csen-j— =  rz,    lim 


k  '   i=«,       ,  n~       n 

sen-— r- 
k 


2  ' 


temos 


sen.z  =  .z(l-^)(l-j)...(l-— ^)l^R™, 


,  xz 
sen--r- 

R„.=   n   {1 í^ 


Por  ser  (em  virtude  do  que  se  disse  nos   n."*  121  e  159,    e   em  virtude  de  ser  —(A;—]) 
o  maior  valor  que  pôde  ter  «) 


flTÍ         ÍITC 

''"X  =  X        3! 


\k  J  nx       nr./        «    ~"  \ 

-__cose-^  =  -^(^i-e„^j, 
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onde  6„  representa  nma  quantidade  inferior  á  unidade  em  valor  absoluto ;  e  por  ser 

onde  £  representa  uma  quantidade  infinitamente  pequena,  quando   A:  é  infinitamente  grande, 
temos  também 

sen--^  n-[í  —  6„-^j 

onde  ?í„  representa  uma  quantidade  cujo  módulo  não  pôde  ser  infinito,   qualquer  que  seja  n. 
Logo 


..=.;n(i-4)-ri(i+-^V 


Por  outra  parte,  chamando   L  um  numero  maior  do  que  as  quantidades   mj,    m?,    etc,   a 


w„ 


serie  E  — |-  é  convergente,  visto  que  os  seus  termos  são  menores  do  que  os  termos  correspon- 


~    L 


e  temos 


dentes  da  serie  (n."  20)  E — 5-;  portanto  é  também  convergente  o  producto  infinito  II(l-{ ^ 


lini 


n=i  \         n-/ 
Vem  pois  a  fórmula  d'Euler 

(ti)  sen  7.3  =  --  11(1  —  ^V 

.1=1  \        «"-/ 

Do  mesmo  modo  se  decompõe  co%t.z  em  factores,  o  que  dá 

\z 


cos 


n=0\  (2ji-}-1)V 


171.  Theorema  de  Weierstrass. —  Se7ião  dada  a  serie  de  quantidades  O,  ai,  aj,  03, 
.  . . ,  Oc  .  . .,  collocadas  segundo  a  ordem  crescente  dos  seus  módulos  e  satisfazendo  á  condição 
lim  I  Oc  I  =  00,  pôde  construir-se  tima  funcção  transcendente  inteira  pela  fórmula 

(;==o 

,^.  n,~        "O  7°?  /i        z\n,  iu'^c   ç,       v'     1   /  2  \* 
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cujas   raizes   são   O,  «i,    ao,   ■••,    «c^    -••)   e   cujos   respectivos  graus  de  multiplicidade   são 

Reciprocamente,  se  fi  (z)  representar  uma  funcção  inteira  cujas  raízes  sejam  O,  ai,  oí,  .  . . , 
«t,  .  . .,  e  os  respectivos  graus  de  multiplicidade  n^,  ni,  . .  .,  esta  ftmcção  pode  ser  decomposta 
em  factores,  que  tornam  explicitas  estas  raizes,  por  meio  da  fórmula 

?  (2)  «o  f,  /i        z  \nc  «c  Sc 


'4  (z)    n„    ="    /  z  \ 

(2)  /,(z;  =  e'^^Ml    1-- 

c=l  \  Ce/ 


onde  o  (z)  representa  uma  funcção  inteira. 

A  demonstração  que  aqui  vamos  dar  d'este  importante  tlieorema  é  devida  a  Mittag-Leffler, 
professor  na  Universidade  de  Stockholm('). 

Da  seiie  (n.»  160). 

'-(-i)"--s!,i(i)* 


que  tem  logar  quando  é 


<C  1 ,  deduz-se 


(A)  ^^^_^^j«.^^-«.S.(l,   cc) 

pondo,  para  brevidade, 

Logo  temos 
/gx  L i\«.- g'í.- Sc (1,  »">)  _g— «•  St  (wc+  1,  <»), 

onde  njc  representa  um  numero  inteiro  positivo  ou  zero,  devendo  n'este  ultimo  caso  considerar-se 

7lcSc(l,   Wc) 

e         ^  como  representando  a  unidade. 

Considere-se  agora  uma  serie  de  quantidades  positivas  si,  sj,  .  . .,   Sc,  ...,   taes  que  a 

serie  S  Sc  seja  convergente,  e  dê-se  a  m^  um  valor  tão  grande  que  seja 


(C)  Hc|Sc(ínc+l,    C0)|<£c^ 

qualquer  que  f  eja  o  valor  que  se  dê  a  z,  o  qual  satisfaça  á  condição 


<£<1,  £  represen- 


(')  Acta  Malhematica,  tom.  iv. 


350 


tando  uma  quantidade  positiva  arbitrariamente  dada ;  o  que  é  sempre  possivel,  por  ser  n'este 
caso  uniformente  convergente  a  serie  Sc(l,  co).  O  producto  11  Ej,  onde 

representa  uma  funcção  regular  em  todos  os  pontos  do  plano  e  que  se  annulla  nos  pontos 
«),  a%  .  .  .,  Ucj,  .  . .,  como  vamos  ver. 

Consideremos  para  isso  um  ponto  qualquer  Zq  do  plano  e  os  pontos  visinhos  d'este,  isto  é, 
os  pontos  que  satisfazem  á  condição  \z — Zpl^p,  onde  p  é  uma  quantidade  tão  pequena  quanto 
se  queira. 

Por  ser   lim  a^  =  co,  é  sempre  possivel  dar  a  ci  um  valor  tão  grande  que  a  desegualdade 

f=oo 

<s  seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  c  maiores  do  que  cj,  e  por  todos  os  valores  de 

2  que  satisfaçam  á  condição  |z— 2(,|<p.  ^ 

Por  outra  parte,    por  ser  convergente  a  serie  Í^Sc,  é  sempre  possivel  dar  a  ca   um  valor 

tão  grande  que,  dando  a  3  um  valor  tão  pequeno  quanto  se  queira,  a  desegualdade 

c+p 


seja  satisfeita  por  todos  os  valores  de  c  superiores  a  c-2,  qualquer  que  seja  j>- 

Logo  as  duas  desegualdades  precedentes  são  satisfeitas  ao  mesmo  tempo  pelos  valores  de 
c  maiores  do  que  a  maior  das  quantidades  ci  e  C2,  na  região  do  plano  determinada  pela  con- 
dição  \z  —  ^0  I  <  P) 

Das  desegualdades  precedentes  e  da  desegualdade  (C)  conclue-se  que  a  desegualdade 


(D)  S 


W(S,  (»!,  +  !,  cc),   <3 


é  satisfeita  por  todos  os  valores  de  c  superiores  a  cj  e   cj,   na  região   do  plano    determinada 
pela  condição  \z  —  Zq  |  ^  p. 

Por  outra  parte,  a  fórmula  (B)  dá 


c+p  '±" 


l=c 

d'onde  se  tira 


n  E,  =e~  ^  íí(S, (»»,+  ],   cc), 


c+p  c=p 

S  logE,  =  —  S  ?7(S  (m/+l,  co), 

t=c  t=c 
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e,  em  virtude  da  desegualdade  (D), 


c+p  I 

S  logE,  <S. 


Logo  a  serie  S  logE(  é  uniformemente  convergente  na  região  considerada  do  piano. 


<=i 


Posto  isto,  supponhamos  primeiramente  que   Zq  é  diíFerente  de  ai,  aj,  etc.  e  que   a   p   se 
dá  ura  valor  tão  pequeno  que  seja  |  z  —  Zq  |  <  |  Zq  —  «c ! ,  qualquer  que  seja  c.  O  segundo  membro 


da  egualdade 


logEc  =  nclog(  l— — )  +?ic  S  -j:[-- 

="•'»•(' +l^)+"-'»»('-í) 


+,'S±(4±i_-ii.)' 


é   susceptivel    de    ser   desenvolvido   em   serie   ordenada   segundo   as   potencias   de  z — 3q,  e 
temos  (')  logEc  =  P(z  —  Sq);  e  portanto,  applicando  o  theorema  do  n."  163, 


d'onde  se  tira 


D'esta  fórmula  tira-se  depois 


SlogE,  =  Pi(z-Zo), 


n  Eo=«P' '*--«'. 


flE,=  l+Pj(z-z„)  +  .     ^^(^_^. 


ou  (n.»  163) 

n  E,  =  Ps(z-Zo), 

00 

o  que  prova  que  a  funeção  IIE^é  regular  no  ponto  z^j,  como  se  queria  demonstrar. 

Supponhamos  agora  que  z^  representa  uma  raiz  ay  da  funeção  considerada.  Dando  n'este 


;')  Empregaremos,  como  Weierstrass,  as  notações  P(c  —  Sq),  P|  (z  —  r(,),   etc.  para  representar  series  or- 
denadas segundo  as  potencias  inteiras  e  positivas  de  z  —  Zg. 
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caso  a  p  um  valor  tão  pequeno  que  na  área  plana  determinada  pela  condição  \z  —  ay|<^p  não 
exista  outra  raiz  da  mesma  funceão,  teremos 


l_±Vi 


visto  que  o  primeiro  membro  não  tem   a  raiz  Oj  e  por   isso   lhe  é  applicavel    o   que  vem   de 
dizer- se;  e  portanto 

nx.        (—1)"'  ,  11  j  Pa's  — a,) 

00 

d'onde  se  conclue,  como  no  caso  anterior,  que  a  funcção  11  E^  é  regular  no  ponto  Oj. 

As  raizes  «i,  a-j,  etc.   da   funcção   que  vimos   de  formar,   são   todas  differentes   de   zero. 

00 

Para  que  a  funcção  tenha  também  a  raiz  O,  basta  multiplicar  II E^  por  z"».  ComeíFeito,  temos 
(n.°  25) 

2"=  11  ^,=  {z,  +  z-  z,)"^  P,  {z  -  z,)  =  P4  (z  - Zo), 

e  portanto  a  nova  funcção  que  se  obtém  é  ainda  regular  em  todo  o  plano. 

De  tudo  o  que  precede  conclue-se  a  primeira  parte  do  theorema  de  Weierstrass,  isto  é, 
que  se  pode  construir  pela  fórmula  (1)  uma  funcção  que  é  regular  em  todo  o  plano  e  que  se 
annulla  nos  pontos  O,  «i,  aa,  etc. 

Para  demonstrar  a  segunda  parte  d'este  theorema,  basta  notar  que  o  quociente  da  func- 
ção/j  (2)  dada  pela  funcção /(z),  que  vimos  de  formar,  não  pôde  ser  nullo  nem  infinito  em 
ponto  algum  do  plano.  Logo  este  quociente  representa  (n."  168-7.")  uma  funcção  F  (s)  regu- 
lar em  todo  o  plano,  que  não  se  annulla  em  ponto  algum. 

Por  ser,  na  visinhança  do  ponto  Zq, 

Y{z)  =  l^  +  h{z-z^)^h{z-z,f^-..., 
onde  h^  é  difFerente  de  zero,  teimemos 

log  F  {z)  =  log  Òq  -f  logl  1  -{-^= y-t ^ 0^ JJ- 

Logo,  se  a  \z  —  Zq\  se  derem  valores  tão  pequenos  que  seja 

Iz-ZqI     \hi+h.2(Z-ZQ)-\-...\      ^^ 

\bo\ 


3Ó3 


teremos,  em  virtude  do  theorema  do  n."  163, 

logF(z)  =  P(z-So), 

e  portanto  a  funcçào  log  F  (s)   é   inteira.  Temos  pois,  representando   por  -f  (z)  esta  funcção, 
F(z)  =  e'íW,  e  portanto 

/,(z)  =  e?(--)./(z), 
que  é  o  que  se  queria  demonstrar. 

172.     Dctermiiuição  dos  factores  primários  das  funcções  inteiras.  —  A  cada  um  dos  factores 


a. 


que  entram  nas  fórmulas  (1)  e  (2),  chamou  Weierstrass  iim  factor  primário  das  funcções  con- 
sideradas f{z)  6  fi  (z).  Tanto  para  decompor  uma  funcção  inteira  dada  em  factores  primários, 
como  para  achar  uma  funcção  inteira  que  tenha  raizes  dadas,  é  necessário  conhecer,  para 
cada  valor  de  c,  um  valor  de  m,  que  satisfaça  á  desegualdade  (C),  e  para  isso  basta,  como 
vamos  ver,  dar  a  me  valores  taes  que  seja  convergente  a  serie 


(E) 


V 


«íc  +  l 


»?-+ 1 


Com  effeito,  se  esta  serie  é  convergente,  podemos  dar  a  s^  o  valor 


ricz 


ín,+  l 


m,+  l  l' 


chamando  L  uma  quantidade  independente  de  s  e  de  c. 
Mas,  por  ser 


1  /z 


n,\       >:      ^1  — I  i<       í:      «  '— I 


k=mc-r'\. 


Oc 


mc  +  1 
VçZ 

jjic-rl 
a. 


*c\ 


TT 
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a  desegualdade  (C)  pode  ser  substituída  pela  seguinte: 


n^z 


mc  +  l\ 


nic  +  l 


I— I 


<£., 


que  é  satisfeita,  visto  que  se  pôde  dar  a  K  o  valor  máximo que 


toma 


z  I 


<í<l. 


1  — 


quando 


Se  houver  pois  um  valor  de  ?«„  constante  qualquer  que  seja  c,  tal    que   a  serie  (E)  seja 
convergente,  emprega-se  este  valor  em  todos  os  termos  das  fórmulas  (1)  ou  (2).  No  caso  con- 

°°  i  n  2*^+' 
trario,  põe^se  wi(.  =  c;  com  effeito,  a  serie  (E)  transforma-se  então  na  serie    SI    — 'T+T"  '  1^^ 

é   convergente    (n."    22-IV),    visto   que   a    raiz    1/ «c — !       tende  para  zero,  quando  c  tende 

V        1  ^c  I 

para  o  infinito,  suppondo  que  «c  não  tende  ao  mesmo  tempo  para  o  infinito. 


Exemplo.  Procuremos  a  forma  geral  das   funcções  inteiras   cujas  raizes   são  O,  1,  —  1, 
2,-2,  . . .,  c^  —c,  etc. 

Como  a  serie  S   |— ^  |  =  S  ^~\-  é  convergente,  qualquer  que  seja  z  (n."  20),  podemos  pôr 

w!c  =  1,   e  temos 


o  (z)       «> 

/(2)=e    z  II 


l--)eMH- 


t)'"']. 


OU 


f[z)=e-z\l\\ 


onde  tt  (s)  representa  uma  funcçào  inteira  de  z. 

Faz  parte  das   funcções  comprehendidas   na  forma   precedente   a  funcção   sen  t.z.   X'este 
caso  é  e'?(^)=-(n.°  170). 


1"3.     Fundados  no  que  precede,  podemos  achar  um  desenvolvimento  em  serie  da  funcçào 


,  em  que  se  tornam  explícitos  os  pontos  onde  esta  funcç.ão  é  infinita. 


Derivando  os  logarithmos  dos  dois  membros  da  fórmula  (2),  vem  (n."  16Õ) 


/íTz) 


/l(2) 


=?'(2)- 


JI2.-1-  V 
z  c=i 


t-i . 
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ou 


(F) 


visto  ser 


.w. 


Z  c=í„    Wc 


«."''(z-«c) 


aj^^^iz-a,) 


Para  completar  a  demonstração  d'esta  fórmula  (F),  vamos  mostrar  que  a  serie  que  entra 
no  seu  segundo  membro  é  uniformemente  convergente,  quando  a  serie  (E)  o  é  também.  Cora 
eíFeito,  por  esta  serie  ser  uniformente  convergente  e  por  | «;  |  tender  para  o  infinito  com  t,  a 
cada  valor  de  5^  por  mais  pequeno  que  seja,  corresponderá  um  valor  í|,  tal  que  as  desegual- 
dades 


<5> 


c=<     a  m,+  l  I    -   '     !«, 


<s 


serão  satisfeitas  quando  í>^i  e  |s|<p,  p  representando  uma  quantidade  tão  grande  quanto 
se  queira.  Logo  teremos  também 


'^p\_n^f^ 


c=t  I 


«íc+l 


1 


<5, 


visto  que  se  pode  dar  a.  k  o  valor ;  depois 


'i' 


VcZ 


Oc 


TH, -1-1 


<s; 


e  finalmente 


'£" 


"c 


J^c 


a,'"'(2-  a,) 


<3; 


d'onde  se  eonclue  que  a  serie   que  entra  no  segundo  membro  de  (F)  é  uniformemente  con- 
vergente em  qualquer  área,  por  maior  que  ella  seja. 


174.     Caso  em  que  nic  é  constante.  — No  caso  de  nic  ser  constante,  a  funcção  (2)  tem  pro- 

# 
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priedades  notáveis,  que  foram  estudadas  por  Laguerre,  Cesàro,  etc.  Aqui  limitar-nos-hemos  a 
demonstrar,  no  caso  de  0(2)  ser  constante  e  ng=0,  o  theorema  seguinte: 

Se  iodas  as  raizes  de  fi(z)^=0  são  reaes,  também  as  raízes  defi(z)  =  0  o  são. 

Este  theorema  foi  demonstrado  por  F.  Chio  nos  casos  de  ser  «1^  =  0  e  wic=l,  e  em  se- 
guida por  Cesàro  no  caso  de  «ij  representar  uma  constante  qualquer  ('). 

Seja  si  =  p  (cos  O)  +  i  sen  (u)  uma  qualquer  das  raizes  da  equação  /í(z)  =  0.  Substituindo 
este  valor  em  logar  de  2  na  egualdade  (F)  e  pondo  ?n,.  =  m,  vem 

5^  /  fj  \  '"   Jif  fcos  mu)  +  i  sen  m«)) 
c^i  V  flc  /       p  cos  cu  —  a^.  -f  irj  sen  oj 

Esta  equação  parte-se  nas  duas  seguintes,  das  quaes  uma  determina  p  e  a  outra  co : 
S  -y-\  —  )     j  pcos(m  — 1)  to  — accoswiíuj  =0, 


V 


"o  /   p 


1=1  de  \a, 


p  sen  (»í  —  1 )  (I)  —  o,  sen  wto  |  =  O, 


pondo  de  =  (p  cos  co  —  Ucf  +  p-  sen-  uj. 

Se  m  é  impar,  multiplicando  a  primeira  d'estas  egualdades  por  sen  (m — 1)  cu,  a  segunda 
por  cos  (?n  —  1)  co  e  subtrahindo  membro  a  membro  as  egualdades  resultantes,  vem 


m — i  ' 


sen  cu  _    , 

c=iÉ?.«r 


d'onde  se  tira  co  =  0. 

Se  m  é  par,  multiplicando  a  primeira  equação  por  sen  meu,  a  segunda  por  cos  dícu  e  sub- 
trahindo, vem 

sen  O)  S  — — í^-  =  0, 
c^ideo-' 

d'onde  se  tira  também  .co=0. 

Logo,  em  qualquer  dos  casos,  será  ri  =  p.  As  raizes  de  /"í(2)  =  0  são  portanto  reaes,  que 
é  o  que  se  queria  demonstrar. 


(')  Giomale  di  Matematiche,  tom.  xxii. 
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Fiincçòes  uiiiíoi'uu'.s  rcíçularcs  em  todo  o  plano,  excepto  em  pontos  isolados 

175.  Das  funcyues  uniformes  nào  inteiras,  limitar-nos-liemos  a  estudar  as  que  são  regu- 
lares em  todo  o  plano,  excepto  em  pontos  isolados  «i,  oj,  «3,  .-.,  Oci  •••>  taes  que  seja 
lim|  Cif  1  =  00,  e  na  visinhança  dos  quaes  tenhamos 

(1)  /(.)  =  P(.-«..)+G.(^4^). 
onde 

(2)  G,(^)=ÊA,(^)'. 

Estes  pontos  são  os  pontos  singulares  da  funcção,  e  foram  chamados  por  Weierstrass 
pólos,  quando  m  é  finito,  pontos  singulares  essenciaes,  quando  m  é  infinito. 

As  funcções  consideradas  resultam  naturalmente  da  generalização  da  theoria  das  funeções 
racionaes.  Na  verdade,  toda  a  funcçào  racional  f(z)   é  susceptivel  da  decomposição  (n."  42) 

se  agora  Zq  representar  um  ponto  difterente  de  «i,  a-2,  etc,  temos 

d'onde  resulta  (n."*  25  e  157) 

f{£)  =  V{z-z,), 

e  a  funcção  é  portanto  regular  na  visinhança  de  £„;  se  porém  2^,  representa  um  dos  pontos 
ai,  <it,  etc,  «1  por  exemplo,  applioando  a  decomposição  anterior  só  ás  parcellas  correspon- 
dentes a  ao,  «3,  etc,  vem  um  resultado  da  forma 


/í^)  =  -^7á^  +  P'(^-«'), 


€  O  ponto  ai  é  portanto  um  pólo. 
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Pertencem  também  ao  gnipo  de  funcções  que  estamos  considerando,  as  funcções  f{  (z) 
que  são  o  quociente  de  duas  funcções  transcendentes  inteiras  'f  i  (s)  e  tpa  (2).  Com  eíFeito, 
sendo  «i,  «o,  •  •  •,  a,-)  •  •  .  as  raizes  do  denominador  e  m,  w-2,  .  .  .,  «c,  ...  os  seus  respectivos 
graus  de  multiplicidade,  a  funcção  f\  {£)  será  regular  em  qualquer  ponto  Zq  do  plano,  diffe- 
rente  dos  pontos  ai,  a-i,  etc.  (n."  168-7.°);  e,  na  visinhança  do  ponto  a^,    teremos  (n."   171) 

Logo  a  funcção  considerada  é  regular  em  todo  o  plano,  excepto  nos  pontos  a\,  a-2,  .  .  ., 
«„  .  .  . ,  que  são  pólos. 

176.  Assim  como  acontece  com  as  funcções  racionaes,  as  funcções  que  estamos  estudando 
são  susceptíveis  de  uma  decomposição  que  torna  explicites  os  seus  pólos  e  os  seus  pontos 
singulares  essenciaes.  Esta  importante  propriedade,  estabelecida  por  Weierstrass  no  caso  de 
ser  finito  o  numero  de  pontos  singulares  da  funcção,  foi  em  seguida  estendida  por  Mittag- 
Leffler  ao  caso  de  a  funcção  conter  um  numero  infinito  de  pólos  ou  pontos  singulares  essen- 
ciaes. Antes  porém  de  demonstrar  o  bello  e  importante  theorema  devido  ao  sábio  professor 
da  Universidade  de  Stockholmo,  vamos  considerar  o  caso  das  funcções  cots^  tanga,  secz  e 
cosecz^  cuja  decomposição  em  funcções  simples,  dada  por  Euler  na.  sua.  Introductio  in  Anahjsin 
iiifinitomm,  se  obtém  de  um  modo  muito  fácil  e  dá  origem  a  algumas  fórmulas  importantes. 

A  fórmula  (a)  do  n."  170  dá 


log  sen  z  —  log  z  +  S  log  (1 5 


e,  derivando  relativamente  a 


ou 


1     ,    í,  2z 

COtZ  = 1"     L    ; : 

z        f=i    z-  —  c"- 


cotz=    -+  L ^-— r- 

z       c=í  Vz  —  c%      z  +  a 


Esta  fijrniula  dá  a  decomposição  de  cots   em  fracções   simples,    que  tornam  explicites  os 
pólos  O,  cx,  — c~  da  funcção. 

Do  que  precede  tiram-se  as  seguintes  consequências. 

I.  Desenvolvendo   o  binómio  que  enti'a   no   segundo  membro  da  penúltima  fórmula,  vem 

1             °°,  /    1  z^  z^  \ 

cot  z  = 2z  S       ^,    a  H -. — 7-  H — 5— r+  •  .  •    , 
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quando  é  (n."  157)  |z|<n;  e  portanto,  em  virtude  do  theoreina  do  n."  163, 

Esta  fórmula  dá  o  desenvolvimento  de  cot  z  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z, 
quando  é  | s | < -. 


II.  Por  ser 


z  cot  z  =  — :t~ -^  =  iz-- 


temos  (n.°  107-V),  representando  zcotz  por  Uj 

(íl=°'  (í)r<-'>*"'<^"-^-" 

Bk_i  designando  os  números  de  BernouUi;  e  portanto,  applicando  a  fórmula  de  Maclaurin, 

22  B,    ,      2^63    ,      S^Bs 


z  cotz  =  1 


ri  _  -     "^  ^6 


21  4!  6! 


Egualando  os  coeficientes  das  potencias  de  grau  2m  —  1  de  s  nos  dois  desenvolvimentos 
de  cots  que  vimos  de  obter,  resulta  a  importante  relação,  descoberta  por  Euler(')  e  publi- 
cada nas  suas  Institutiones  Calculi  differentialis, 

—  *^       ^^m — 1  V 

[2m)\  "7  c^^ 

III.  Do  desenvolvimento  de  cotz  que  vimos  de  obter,  pôde  tirar-se  o  desenvolvimento 
de  tang  z,  de  sec  z  e  de  cosec  z  em  serie  ordenado  segundo  as  potencias  de  z,  desenvolvendo 
os  segundos  membros  das  fórmulas  conhecidas: 

tang  z  =  cot  z  —  2  cot  2z,    cosec  z  =  cot  z  +  tang  -^  z,     sec  z  =  tangz  cosec  z; 

e  vê-se  que  a  primeira  e  a  terceira  funcçao  eão  susceptíveis  d'este  desenvolvimento,  quando 

é  |2|<!-n-,  e  a  segunda,  quando  é  ]z|<r. 
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Das  duas  primeiras  egualdadcs  resultam  os  desenvolvimentos 


tang  z  =    S   22'"  (22»'  -  1 )  -p-\  z^»-), 


(2m) ! 


í»-   !       í> 


CO  T) 

2cosecs=l+2  H  (22™--i-l)^-— ; 
Pondo  na  ultima 


-im 


secs  =  Eo  +  ^E2z2  +  lE4z^+..., 

substituindo  no  seu  segundo  membro  tangs  e  coseez  pelos  seus  desenvolvimentos,  ordenando 
o  resultado  segundo  as  potencias  de  .~,  e  egualando  depois  os  coefficientes  das  mesmas  poten- 
cias de  z  nos  dois  membros  da  identidade  assim  obtida,  vem  uma  serie  de  equações  que  deter- 
minam as  constantes  Ep,  E2,  Ei,  etc.  por  meio  dos  números  de  Bernoulli. 

Aos  números  Eq,  E2,  E4,  etc.  dá-se  o  nome  de  nnmeros  de  Euler.  Podem  ser  calculados, 
independentemente  dos  números  de  Bernoulli,  por  meio  da  egualdade 

que  dá,  applicando  a  fórmula  (o)  do  n."  105, 

{2wi) ! ; !  cos«  -^  cosP  2  ^  . .  .  cos''  2m  ~ 

E,,„  =  E  (-  1)'- ^-i, ^, 

a!p!...X!(2!)P(3!/...(2»j!)^ 

onde  a,  |5,  Y,  ...  representam  todas  as  soluções  inteiras,  positivas  e  nullas,  da  equação 

a  +  2,3  +  3y  +  43  +  Õ£  +  Cco  +. .  .+  2m\  =  2to, 


e  onde 


ou  finalmente 


i  =  a  +  P  +  -f+...  +  X, 


,-,  v,       iNÍ+p4.u+...  i2mY. 


[:l!S!m!..  .(2!|í'(4!)n*'-'/''   ..  ' 
onde  3,  O),  .  . .  representam  as  soluções  inteiras,  positivas  e  nullas,  da  equação 

i3-f2ô  +  3io +  ...==??), 
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e  onde 

t  =  p-r-o-ru)  — ... 

Podem  ainda  calcular-se  os  numeres  considerados  por  meio  da  relação  de  recorrência 

que  se  obtém  derivando  2m  vezes  os  dois  membros  da  equação 

y  cos  z  =  1 

e  notando  que  é  y'i^'  —  Ei„,.  Para  applicar  esta  relação  deve  attender-se  a  que  é  Eq=1. 

177.     Consideremos  ainda  a  funeção  tangz. 

Partindo  da  expressão  de  cosz  dada  no  n."  170,   acha-se,   procedendo   como  no  numero 
anterior,  a  fórmula,  devida  a  Euler  : 

tang  s  =  S 


^°-        ,Io      (-^C-fl)2_^ 


ou 


tang  "  —  '^ 


2c -pi  2c  — 1 

onde  estio  explícitos  os  pólos  — ^ — ~  e  — ^^-^ —  da  funeção  tangz. 

Da  primeira  das  fórmulas  precedentes  resulta  a  seguinte: 

_  8z  r-       1      ,  22z2  -      ]  -| 

da  qual  se  deduz,  comparando-a  com  o  desenvolvimento  de  tangz  precedentemente  escripto, 
a  relação 

2(2«j)!  "    "**"-'      ^  (2c +  1)2'» 
Dos  desenvolvimentos  de  cot  z  e  tang  z  deduz-se,  por  meio  da  relação 

2  sec  z  =  cot  -„-  2  +  tang  -h"  ^^ 

uu 
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já  anteriormente  empregada,  o  desenvolvimento 

1        ="  2z 

e  d'este  tira-se,  mudando  z  em  -^ — z,  ç^  desenvolvimento  de  secz; 

secz=  2.  ( —  1)  - 


r2_z2 


4 
Este  ultimo  desenvolvimento  dá  este  outro : 

por  meio  do  qual  e  de  um  outro  desenvolvimento  da  mesma  funcção,  anteriormente  escripto, 
se  deduz  a  relação 

^^"'E2,„  %    ,      ...  1 


-  (-lX-7^ 


22("'+*)  (2ín) !        c=o^       '    (2c +  1)2"'+* 

178,     Theorema  de  Mittag-Leffler.  —  Sendo  dadas  as  quantidades  ai,  aj,  as,  aí,  .  .  ., 
a,  j  .  .  . ,    collocadas   segundo   a   ordem  crescente  dos  seus  módulos  e  satisfazendo  á  condição  ■ 
iim  I  flc  I  =  00,  e  sendo  dadas  as  funcções 

\z~a\J  \z  —  a<il  \z  —  aj 

que  são  da  forma  (2),  é  sempre  possível  formar  uma  funcção  f  (z)  da  forma 


/(«)=  ^ 


c=l 


^'i-éd+^'^4 


que  seja  regular  em  todos  os  pontos  do  plano,  differentes  de  ai,  a^,  . .  .,   a^  .  . .,   e   da  qual 

estes  pontos  sejam  pólos  ou  pontos  singulares  essenciaes. 

Reciprocamente,  toda  a  funcção   fi  (z)   regular   em  todo    o  plano,    excepto   nos  pontos  ai, 
a-2,  . .  .,  Oc,  . .  .,  que  são  pólos  ou  pontos  singulares  essenciaes,  pôde  ser  reduzida  á  forma 


/,W-t{z)  +  í: 


«.(;iir.)  +  P.«]' 


onde  cp  (z)  representa  uma  funcção  inteira  de  z(*). 


(•)  Mittag-LeíBer : — Sur  la  représentation  analytique  des  fonclions  monogknts  uniformes  (Acta  Mathe- 
matica,  tom.  iv). 
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Por  ser  uniformemente  convergente  a  serie 


G,(-!-\— ^( 


Al  /,_  z 
a.   \         a. 


■'+*■ 


+. 


quando  z  é  dififerente  de  a^^   e  por  ser  cada  termo   d'esta  serie  susceptível  de  ser  desenvol- 


vido em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z,  quando  é 
tude  do  theorema  do  n."  163, 


<;c<;i,   teremos,   em  vir- 


(A) 


«.(^)=J/Í"(Í)' 


2 

quando  é  —  <£  <  1. 

Consideremos  agora,  como  no   n."  171,    uma   serie    de   quantidades  positivas   ei,  í-2,  ■•■, 

CO 

Sc,  . .  .j  taes  que  a  somma  Ss^  seja  convergente,  e  dêmos  a  Wc  um  valor  tão  grande  que  seja 

i 


(B) 


<^c. 


<E  <1,  0  que 


qualquer  que  seja  o  valor  que  se  attribua   a  z,  que  satisfaça   á  condição 

ó  sempre  possivol,  por  ser  uniformemente  convergente  a  serie  (A)  na  região  do  plano  deter 


minada  pela  condição 


<£.  A  somma 


S  F,  (s),    F.  (z)  =  G.  f-  — )  -  S  A^'  (±]' 
c=i  \z—aj      1.^0        \aj 


satisfaz  ás  condições  do  theorema  enunciado,  isto   é,  representa  a  funcção  /(z),  como  vamos 


ver. 


Seja  Zq  um  ponto  do  plano,  diíFerente  dos  pontos  aj,  a»,  etc,  e  p  uma  quantidade  positiva 

00 

tão  pequena  quanto  se  queira.  Por  ser  lim  |  a,;  |  =  cc  e  por  ser  convergente  a  serie  Ssj,  ó  sem- 
pre  possível  dar  a  cj  um  valor  tão  grande  que  as  desegualdades 


c-t-p 

<£,      S£,<8 


sejam  satisfeitas  ao  mesmo  tempo  por  todos   os  valores  de  c  superiores  a  ci,  na  região   do 
plano  determinada  pela  condição  |3  — Sg|^p,  qualquer  que  sejaj». 
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D'estas  desegualdades  e  da  desegualdade  (B)  conclue-se  que  a  desegualdade 

C+p  I  ao  /    ~  \  A-  I 


ou  (forni.  A) 


V  |F,fz)i<5 


é  também  satisfeita  pelos  valores  de  c  superiores  a  cj,  na  região  do  plano  determinada  pela 
condição  I  z  —  Zq  |  ^  p. 

Logo  a  serie    S  F^  (z)    é  uniformemente   convergente  na  região   definida  pela  condiçtão 

Posto  isto,  como  Zq  é  differente  de  a^,  siipponliamos  que  se  dá  a  p  um  valor  tão  pequeno 
que  seja  |  z  — Zq|  <  |  s  — ac|.  O  segundo  membro  da  egualdade 

\Z—ac/  i^i      Zq— <3fc       \  Zq  — «c 

é  susceptivel  (n."  163)  de  ser  desenvolvido  em  serie  ordenada  segundo  as  potencias  de  z  —  Zq 
na  região  do  plano  determinada  pela  condição  |  z  —  Zp  |  ^  p ;  logo  o  mesmo  acontece  á  funcção 
F„  (s),  6  temos  (n.»  163) 

S  F,(z)  =  P(z-zJ. 

A  funcção  SFc  (z)  é  pois  regular  no  ponto  Zg. 

Consideremos  agora  um  ponto  singular  aj  da  mesma  funcção.  Dando  n'este  caso  a  p  um 
valor  tão  pequeno  que  na  região  determinada  pela  condição  |  z  —  Oj  |  ^  p  não  exista  outro  ponto 
singular  da  funcção  considerada,  teremos 

00 

SF,(z)-F,(z)  =  P,(z-«,), 
visto  que  o  primeiro  membro  não  tem  o  ponto  singular  Oj;  e  portanto 

Logo  Qj  é  um  pólo  ou  um  ponto  ãingular  essencial  da  funcção  SF^  (z). 
Os  pontos  singulares  ai,  02,  etc.   da   funcção    que  vimos   de   formar,    são   differentes    de 
zero.  Para  que   O  seja   um  ponto   singular   da   funcção,    de   modo   que   na  visinhança  d'e3te 
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ponto  tenhamos 

basta  pôr 

/(.)  =  J^F,.(.)  +  G„(1). 
Com  efFeito,  a  fimcçao 


''  -y^^) 


é  (n."  163)  regular  na  visinhança   de  qualquer  ponto  z^  differente   de  0;    e  na  visinhança  do 

ÚO 

ponto  O  a  funcção    S  F^  (z)  é  regular. 

0=1  30 

De  tudo  o  que  precede  conclue-se  que  a  funcção    S  F,.(s)  tem  todas  as  propriedades  enun- 

c=l 

ciadas  na  primeira  parte  do  theorema  de  Mittag-Leffier,  e  representa  portanto  a  funcçào/(z) 
que  queriamos  formar. 

Para  demonstrar  a  segunda  parte,  basta  notar  que  a  diíFerença  entre  /(z)  e  S  F^  (z)  nâo 
tem  pontos  singulares,  e  portanto  é  egual  a  uma  funcção  inteira  '-^{z). 

179.  Quociente  de  duas  funcções  inteiras.  —  V^imos  já  (n.°  1G8-7.")  que  o  quociente  de 
duas  funcções  inteiras  ó  regular  em  todo  o  plano,  excepto  nos  pontos  que  são  raizes  do  de- 
nominador, os  quaes  são  pólos  (n."  175).  A  estas  funcções  é  pois  applicavel  o  theorema  de 
Mittag-Leffler. 

Reciprocamente,  toda  a  funcção  /i  (z)  regular  em  todo  o  plano,  excepto  nos  pontos 
ai,  a-2,  ...,  a„  ...,  que  são  pólos,  é  o  quociente  de  duas  funcções  inteiras.  Com  eífeito, 
chamando  ni,  «-i,  etc.  os  expoentes  dos  factores  (z  —  «i)"'j  (z  — «á)"^,  etc.  pelos  quaes  é 
necessário  multiplicar  fi  (z)  para  fazer  desapparecer  os  pólos,  e  construindo  por  meio  do  theo- 
rema de  Weierstrass  uma  funcção  inteira  92  (z),  cujas  raizes  sejam  ai,  a-2,  etc.  cora  os  graus 
de  multiplicidade  «i,  m,  etc,  o  producto  de  /i  (z)  por  '^-liz)  é  regular  em  todo  o  plano,  e 
representa  portanto  uma  funcção  inteira  cpi  (z). 


Para  um  estudo  mais  desenvolvido  da  theoria  das  funcções  aualyticas,  da  qual  nos  occuparemos  outra 
vez  no  Calculo  integral,  para  expor  os  methodos  de  Cauchy,  consultem-se  as  obras  seguintes: 

Forsyth :  —  Theory  of  Functions  nfa  comptex  variable.  Cambridge,  1893;  Vivanti :  —  Teoria  delle  funzioni 
analitiche,  Milano,  1901. 
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No  fim  do  n."  162  aecrescentar 

as  palavras  seguintes : 

Da  desegualdade  (a)  tira-se  o  theorema  enunciado,  fazendo  tender  ò  para  zero. 


2A       Gomes  Teixeira,  Francisco 

3  Obras  sobre  mathematica 
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